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P�íklad 1 – Zadání

39/15a) 
Rozhodn�te, zda sjednocením kone�ného

po�tu jazyk� s gramatickým základem 
vznikne jazyk s gramatickým základem.

Úvod: Zp�soby popisu jazyka?
• Vý�tem … nekone�ný popis
• Gramatikou, Strojem … kone�ný popis



P�íklad 1 – �ešení

Odpov��: ANO. 
Vysv�tlení: Jazyky s gramatickým základem L(Gi), 

kde Gi = (Ni, Ti, Pi, Si) pro ∀i∈{1, 2, … n}.
Sestrojíme G = (N, T, P, S) p�ijímající
takto:
N = S ∪ N1 ∪ N2 ∪ … ∪ Nn-1 ∪ Nn,
T = T1 ∪ T2 ∪ … ∪ Tn-1 ∪ Tn,
P = {S → Si | i∈{1, 2, … n} } ∪ P1 ∪ P2 ∪ … ∪ Pn.
Kone�ná kardinalita množin N, T, P � G je OK.
PS: kone�ný popis nekone�ného jazyka, nedeterminismus
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P�íklad 2 – Zadání

39/15b)
Rozhodn�te, zda sjednocením prvk�

množiny jazyk� s gramatickým základem 
vždy vznikne jazyk s gramatickým 
základem.



P�íklad 2 – �ešení

Odpov��: Obecn� NE.
Vysv�tlení:
• Jazyk� s gramatickým základem – nekone�n�

mnoho … jazyk� typu L0 je nekone�n� mnoho 
(viz. minulá D.Ú.)

• Gi … nekone�n� mnoho gramatik
• Sjednocení p�es všechna i � nekone�né

množiny terminál�, neterminál� a pravidel �
není to gramatika (Ta totiž požaduje kone�né
množiny terminál�, neterminál� a pravidel!)

P�íklad výjimky: Li = Lj pro vš. i, j � L = L(Gi) pro lib. i.



P�íklad 3 – Zadání

39/16a)
Rozhodn�te, zda pr�nik kone�ného po�tu 

jazyk� s gramatickým základem vytvá�í
op�t jazyk s gramatickým základem.

Zd�vodn�te.



P�íklad 3 – �ešení

Odpov��: ANO. 
Vysv�tlení: Jazyky s gramatickým základem � existuje odpovídající

TSi pro ∀i∈{1, 2, … n}, bez újmy na obecnosti p�edpokládejme, že 
cyklí pro vstup w∉L(TSi).

Sestrojíme vícepáskový TS p�ijímající L(TS) = ∩i=1..n L(TSi):
Více možných �ešení:
1) n pásek (rozkopíruj vstup na všechny pásky; 1 páska pro každý TSi)
nebo
2) 2 pásky (vstupní+pracovní): Komponenta C obnoví obsah pracovní

pásky ze vstupní pásky (kopií) a nastaví se na za�átek.
– Kompozice �ásti TS – TSi pracují nad pracovní páskou: 

TS = C TS1 C TS2 C TS3 C … C TSn



P�íklad 4 – Zadání

39/16b)
Rozhodn�te, zda pr�nik prvk� množiny 

jazyk� s gramatickým základem vždy 
vytvá�í jazyk s gramatickým základem. 

Zd�vodn�te.



P�íklad 4 – �ešení

Odpov��: Obecn� NE.
Vysv�tlení: vlastn� ukáži sporem:
• Varianta 2) Nekone�n� mnoho jazyk��

nekone�n� mnoho TSi ke kompozici �
výsledný TS � porušení požadavku na 
kone�ný po�et stav� ve výsledném TS �
výsledkem není TS = SPOR

• Varianta 1) nekone�n� mnoho pásek pro 
nekone�n� mnoho TSi� porušení požadavku 
na kone�ný po�et pásek � výsledkem není TS

P�íklad výjimky: L1 = ∅ � L = ∅ … L∈L(TS)



P�íklad 5 - Zadání

69/7)
Vypo�t�te A(2,2), kde A je Ackermannova funkce.

Definice Ackermannovy funkce:
a) A(0, y) = y + 1
b) A(x+1, 0) = A(x, 1)
c) A(x+1, y+1) = A(x, A(x+1, y) )

• Není primitivn� rekurzivní, je to totální funkce.



P�íklad 5 – �ešení 1/2
Klasifikace funkcí (viz. p�ednášky)

po�áte�ní funkce

primitivn� rekurzivní funkce

µ-rekurzivní (totáln� vy�íslitelná)
funkce (nap�. Ackermannova), 
definovány pro libovolný vstup

Vy�íslitelná (parciáln� rekurzivní) 
funkce

nealgoritmizovatelné funkce (nevy�íslitelné)

PS: Striktn� parciální funkce 
(vstup omezen, nap�. div 
nedefinovaný pro 0) = 
parciáln�_rekurzivní - totální



P�íklad 5 – �ešení 2/2
• A(2, 2) =c A(1, A(2, 1) ) = … Zjisti A(2,1)?
Pomocné: A(0, 0) =a 1;  A(0, 1) =a 2;  A(0, 2) =a 3; A(0, 3) =a 4; …
A(1, 0) =b A(0, 1) =a 2;
A(2, 0) =b A(1, 1) =c A(0, A(1,0) ) = A(0, 2) =a 3;
A(2, 1) =c A(1, A(2,0) ) = A(1, 3) =c A(0, A(1, 2) ) = A(0, 4) = 5
• A(2, 2) =c A(1, A(2, 1) ) = A(1, 5) =c A(0, A(1, 4) ) … Zjisti A(1,4)?
A(1, 4) =c A(0, A(1, 3) ) … Zjisti A(1, 3)?
A(1, 3) =c A(0, A(1, 2) ) … Zjisti A(1, 2)?
A(1, 2) =c A(0, A(1, 1) ) = A(0, 3) =a 4
A(1, 3) =c A(0, A(1, 2) ) = A(0, 4) =a 5
A(1, 4) =c A(0, A(1, 3) ) = A(0, 5) =a 6

• A(2, 2) = … =c A(0, A(1, 4) ) = A(0, 6) =a 7



P�íklad 5 – �ešení 2/2 Bonus
A(2, 2) =c A(1, A(2, 1)) =c A(1, A(1, A(2, 0))) =b A(1, A(1, A(1, 1)))) =c

A(1, A(1, A(0, A(1, 0)))) =b A(1, A(1, A(0, A(0, 1)))) =a

A(1, A(1, A(0, 2))) =a

A(1, A(1, 3)) =c A(1, A(0, A(1, 2))) =c A(1, A(0, A(0, A(1, 1)))) =c

A(1, A(0, A(0, A(0, A(1, 0))))) =b A(1, A(0, A(0, A(0, A(0, 1))))) =b

A(1, A(0, A(0, A(0, 2)))) =a A(1, A(0, A(0, 3))) =a A(1, A(0, 4)) =a

A(1, 5) =c A(0, A(1, 4)) =c A(0, A(0, A(1, 3))) =c

A(0, A(0, A(0, A(1, 2)))) =c A(0, A(0, A(0, A(0, A(1, 1))))) =c 

A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(1, 0)))))) =b 

A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, 1)))))) =a

A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, 2))))) =a A(0, A(0, A(0, A(0, 3)))) =a

A(0, A(0, A(0, 4))) =a A(0, A(0, 5)) =a A(0, 6) =a 7
Post�eh: pravidlo a) snižuje po�et A, b) nem�ní, c) zvyšuje po�et A

• A(2, 2) = 7



P�íklad 6 – Zadání

69/13
Ukažte, že programovací jazyk Pascal poskytuje 

prost�edky pro výpo�et všech parciáln�
rekurzívních funkcí. V jakém smyslu je mocnost 
programovacího jazyka Pascal potenciáln�
omezena v okamžiku, kdy je implementován na 
konkrétním po�íta�i ?



P�íklad 6 – �ešení 1/3

• Po�áte�ní funkce: Nulová, Následníka, Projekce:
– ξ() 0
– σ(x), x∈N succ(x); nebo x := x + 1;
– Πk

n(x), x∈Nn x[k], kde x : array[1..n]  of „typ“
• Primitivn� rekurziví funkce - Kombinace:

– f: Nk→Nm procedure f(x1,x2,…,xk : integer, 
var y1,y2,…,ym : integer); begin … end;

– g: Nk→Nn procedure g(x1,x2,…,xk : integer, 
var ym+1,…,ym+n : integer); begin … end;

– f×g: Nk→Nm+n BEGIN 
f(x1,…,xk, y1,…,ym);
g(x1,…,xk,ym+1,…,ym+n); 

END.



P�íklad 6 – �ešení 2/3
• Primitivn� rekurzivní funkce - Kompozice:

– f: Nk→Nm procedure f(x1,x2,…,xk : integer, 
var y1,y2,…,ym : integer); begin … end;

– g: Nm→Nn procedure g(x1,x2,…,xm : integer, 
var z1,…,zn : integer); begin … end;

– f°g: Nk→Nn BEGIN f(x1,…,xk, y1,…,ym);
g(y1,…,ym, z1,…,zn); END.

• Primitivní rekurze: Rozší�ím si definici funkce v Pascalu!
– g: Nk→Nm function g(x1,x2,…,xk : integer) : 

array[1..m] of integer; begin … end;
– h: Nk+m+1→Nm function h(x1,x2,…,xk+m+1 : integer) : 

array[1..m] of integer; begin … end;
– f(x, 0) = g(x) function f(x: array[1..k] of integer; y:integer) : 

array[1..m] of integer; begin
– f(x, y+1)=h(x,y,f(x,y)) if y = 0 then f := g(x)

else f := h(x, y, f(x, y-1)); end;
,kde x ∈Nk resp. x : array[1..k] of integer;



P�íklad 6 – �ešení 3/3

• Parciáln� rekurzivní funkce - Minimalizace:
– z g:Nn+1→N vytvo�ím f:Nn→N, že platí:
– g(x,y) = 0, kde x je op�t vektor
– g(x,z) je def. Pro všechna z < y, z∈N
– f(x) = µy[g(x,y) = 0] … „umí hledat, cyklit!“

– Function f(vektor x) : integer;
begin y := 0; 
while(g(x,y) <> 0) y := succ(y); 
f := y; end;

• Reálné omezení: kone�ná pam��� omezení jazyka.
Kone�ná pam��� lze modelovat kone�ným automatem.



P�íklad 7 – Zadání/�ešení

69/19)
Pro jaké �et�zce je definovaná parciální funkce
f: {x, y}* → {x, y}*,
kterou po�ítá kompozitní Turing�v stroj 
→ Rx Ry L∆ .
Popište tuto �innost.
�innost: Najde první x, najde první y a vrátí se na 

za�átek. Tj. p�ijímá �et�zec obsahující alespo�
jedno x a za ním alespo� jedno y: rv = 
y*xx*y(x+y)* pro abecedu {x, y}.

Funkce f je parciální identita tj. nem�ní pásku.



P�íklad 8 – Zadání

69/22)
P�edpokládejme, že funkce g: N→N  a 

k: N3→N jsou primitivn� rekurzívní. 
Ukažte, že funkce f: N→N definovaná

f(0, y) = g(y)
f(x+1, y) = k( f(x, y), y, x)

je primitivn� rekurzívní.



P�íklad 8 – �ešení
• K dispozici máme: prim. rekurzi, kompozici, kombinaci, nulové

Zadání:  f,g: N→→→→N, k: N3→→→→NPrimitivní rekurze:

f(x+1, y) = k( f(x, y), y, x)f(x, y+1) =k(x, y,f(x, y))

f(0, y) = g(y)f(x, 0) = g(x)

P�evod 1. rovnice:
• f(0, y) =f(Π2

2×Π1
2 (0, y)) = f(y, 0) = g(y)

P�evod 2. rovnice:
• f(x+1, y) =f(Π2

2×Π1
2 (x+1, y)) =f(y, x+1) 

• k(f(x, y), y, x) =k(Π2
3×Π3

3 ×Π1
3(f(Π2

2×Π1
2(x, y)), y, x)) =

=k(y, x,f(y, x))
Nakonec substituce x/y, y/x.
• Povolenými úpravami jsme dostali z f, g, k primitivn� rekurzivní

funkce, takže i  f, g, k jsou primitivn� rekurzivní funkce.


