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Dnesni témata:

» Cournotilv a Bertrandiiv model oligopolu (ukdzka vypottu NE
ve hrach se spojitymi mnoZinami strategif)

> Véta o existenci MNE v konegnych hrich (Nash, 1950).

P¥i§té Stackelbergiiv model oligopolu.
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Cournotiiv a Bertrandiiv model oligopolu

> Ukdzka strategického modelu vytvofeného bez znalosti NE,
PNE, MNE.

» Monopol, duopol, oligopol.

> Jako zjednodusujici fakt definujeme komoditu, u které nelze
kvalitou rozlisit vyrobce, ale pouze cenou. P¥ikladem mize
byt nap¥. standardizovany rohlik. VSichni ho vyrabi stejné&
dob¥e, kupujiciho zajima vyhradné jenom cena.

» Monopol — zkoumany produkt vyrdbi/proddva pouze jeden
vyrobce.

» Duopol — existuji dva srovnateln& silni vyrobci (kazdy je
schopen ovlivnit cenu na trhu).

» Oligopol — existuje vice vyrobcil, kde kaZdy je schopen ovlivnit
cenu.

» Situaci cenového viidce a ndslednikil si probereme pozdéji.
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P¥edpoklady, definice

v

Produkt je rozligitelny pouze cenou (je homogenni).

Firmy rozhodné nekooperuji.

Firmy maji stejné vyrobni naklady ¢ na vyrobu jednoho kusu
komodity. Néklad je nemé&nny dle stavu zadané vyroby (Zadné
mnoZstevni slevy).

Poptdvka je linedrni (klesa linedrn& s Zddanou cenou), resp.
cena klesa linedrné s dodanym mnoZstvim.

Firmy soutéZi mnoZstvim nebo cenou. Nejsou Zadné jiné
metody boje.
Nabizi-li firmy n; = (qi, pi), pak zdkaznici kupuji nejdfive z

levn&jsiho zdroje do jeho vylerpani q;, pak z drazsiho. Pokud
p1 = p2 = ... = pp, pak se nakupuje rovnomérné ode vsech.

Martin Hruby Vypotet NE



Cournotiv model monopolu (1838)

Produkt je tedy dodavadn jednim vyhradnim vyrobcem.
Monopolista uvaZuje dodat aZz g mnoZstvi komodity. Nejvyssi
moZna cena v ptipadé prodeje g bude:

p=M-—q

kde M je konstanta dand trhem (vztah mnoZstvi na trhu a ceny).
Monopolista maximalizuje sviij uZitek (bez konkurence, ¢ je
vyrobni ndklad na jednotku komodity):

ul@)=p-q—c-q=Mqg—q*—cq

coz je trzba minus vyrobni naklady.
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Monopolista

u(@)=p-g—c-q=Mg—q°—cq
Hleddme extrém uZitkové funkce (derivace...):

1
E(M—C)

Maximdlniho zisku dosdhne monopolista pfi vyrobé g;,,, mnoZstvi
komodity, cena bude

ul(q):M_2q_C:O:>q:10n:

" " 1 1 1 1
pmon:M_qmon:M_E(M_C):EM—FEC:§(M+C)

Zisk:

Umon = u(qmon) = qmon(pmon - C) = |:§(M - C):|
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Cournotovo feseni duopolu

Dva hré¢i, tzn. hledame g1, g2 p¥i vyrobnich ndkladech c.
Podobné:

p=M-q —q

Hra&i nejspid voli mnoZstvi (svou mnoZstevni strategii) z intervalu
<0, M>, tzn. 51 =5, = (0, M>
Vyplatni funkce:

u(g,2) =(p—c)g1 =(M —q1 — g2 — )@

w(q,@)=pP-c)gg=(M-qg1—q —c)q

Prvni duopolista: Pro kaZdou strategii soupefe g, hleda takové
mnozstvi g1 = R1(qg2), aby hodnota u1(qi, g2) byla maximalni (je
to jeho best-response). Funkci Ri(qz) ¥ikame reakéni kFivka.
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Duopolista ¢. 1

Pro jaké g1 dosahuji maximalniho ui(q1,q2) ?

0
L —M-c—q—2g.=0
dq1

1
Ri(q) =q1 = E(M —c—q)

analogicky:

1
Ry(q1) = q2 = E(M —c—q1)

Kde je rovnovazny bod (q7, g3)? M4 to byt vzdjemna
best-response...
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R(q3)=R4q})

Qo= 3 (M=c)

& mon _:[:'U c)

q
0 !

|
G imon= 2 (M-c) M-c¢
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ResSeni duopolu

Hleddme (qi, g3) tak, Ze Ri(q3) = Ra(q7)

1 1
q2:§<M—c—§(l\/l—c—qg))

1
*:_M_
a> 3( <)
=l o
. 2 12
pD—I\/I—g(I\/I—c)—gM—Fgc

Zisk pro kazdého: u1(q, q3) = w(qi, q3) = [3(M — c)]z.

Zisk celkov: un(af,q3) + (a7, @3) = 2 [(M — ) (je méng nes
zisk monopolisty).

Vyrobeno celkov&: gi + g5 = 3(M — c) (vice neZ monopolista).
Duopolisté prodavaji v&tsi mnozstvi vyrobkll za niZsi cenu nez
monopolista.
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Uvaha: riizné vyrobni naklady ¢; # ¢,

1
q; = §(M + & —2a)

L 1
g = §(M +c1 —20)

[Vaved

Uplatni se vice hra¢ s nizsimi naklady.
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Uvaha: tajna dohoda duopolistii

Mohou se duopolisti dohodnout a vyrdbét pouze g}, jako
monopolista?

Dostdvame se tak mimo rovnovazny bod. V takovém bodé€ je
situace nestabilni, protoZe kazdy z hracd muze vybolit z profilu a
krdtkodobé si zisk navysit (proto to neni NE).

Pokud p¥ipoustime kooperativnost (nap¥. formou vyjednavéni),

pak studujeme rozsdhlejsi oblast YeSeni. Vice v prednasce o
kooperativnich hrach.
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Reseni oligopoli

Uvazujme n hracd, kde kazdy hledd svoji strategii gj. Zisky jsou
opét dany:

ui(q1, G2, -, Gn) = (P—¢c)gi=(M—c—q1— g2 — ... — qn)qi

Rovnovazny bod...

ou;
8':M—c—q1—q2—...—2q,-—...—qn:O
qi
ObdrZime soustavu rovnic:
21 + ¢ + .. + g = M-c
g + 2¢2 + .. + g = M-—c
g + ¢ + ... + 2g, = M-—c
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Reseni oligopoli

i

Resenim soustavy obdrzime

Oligopolisté dohromady vyrobi:

n
T _Zq’ - n+1 _n+1(M_C)

Z toho je patrné, Ze s rostoucim poctem hracli roste i mnoZstvi
dodaného produktu a klesd jeho cena (a zisk firem).

1 n
* M
p n+1 +n+1c
n
*:7,\4_ 2
u (n—|—1)2( c)
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Reseni oligopoli

Kdyz jde n k nekonecnu, dostavdme se do situace, kterd se nazyva
dokonald sout&Z (konkurence), kdy na trhu soupefi velké mnoZstvi
srovnatelnych firem, kde Zadna z nich nema moc vyznamné ovlivnit
mnoZstvi na trhu.

Velmi zajimavé je zjisténi, ze (dodané mnoZzstvi):

lim
n—oon—+1

M—-c)=M-c
Cena za vyrobek:
p*=M-(M-c)=c

Celkovy zisk oligopolistii v dokonalé konkurenci:
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Srovnani situaci na trhu

Celkové Cena za Celkovy
mnozstvi g* | jednotku p* zisk u*
Monopol (M —c) M+ 2c (M —¢)?
Duopol (M —c¢) M+ sc (M —¢)?
Oligopol (M —¢) n_IHM + ¢ ﬁ(l\ﬂ —c)?
Dok. sout&z | (M —c) c 0
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Bertrandliv model oligopolu (1883)

» Bertrand revidoval zavér Cournota s tvrzenim, Ze uz u
duopolistli se miiZe rozb&hnout dokonald konkurence, nebot
jejich mnoZstevni ekvilibrium nemusi byt stabilni.

> P¥ipustme, Ze duopolisté hraji (g7, q3) = %(M —c) za
shodnou cenu p* = %M + %c. P¥i této cené tvofi nenulovy
zisk z vyroby a prodeje. P¥i stejné cené maji rovny mnoZstevni
podil na prodeji.

» Najednou jeden z hraci zméni svou cenu p; := p* — A, kde A
je libovoln& malé.

» Podle logiky trhu by mél hra¢ i vyprodat veskerou svou
produkci a po ném az draZsi hrac.

» Plyne z toho, Ze hradi nesoutéZi mnoZstvim, ale cenou, ktera
miZe jit az na droveri nakladd, tedy implikujici nulovy zisk.

> 7 faktu, Ze to tak v realité neni, plyne tzv. Bertrandlv
paradox

Cenova vdlka.
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Vypoclet Cournot-Nashovy rovnovahy ve spojitych S;

» Cournotiiv model ukazuje zplisob vypoltu rovnovazného bodu
ve hrdch se spojitymi mnoZinami strategii.

» Tim, Ze tento postup odvodil Antoine Augustin Cournot
(1801-1877) zna&n& d¥iv nez Nash, byva n&kdy tato
rovnovdha nazyvana Cournot-Nashovo ekvilibrium

» Obecny postup: odvodit analyticky reakéni k¥ivky hraca a
vyhodnotit bod/body jejich priseiki.

> Celkov& je to analytické feSeni modelu.

Pro nas je Cournot-Nashovo ekvilibrium zajimavé zpiisobem
vypoctu (ve spojitych S;).
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Problém existence Nashova ekuvilibria

» Cournotliv model rovnovahy ukazuje existenci rovnovazného
bodu u her se spojitymi mnoZinami strategii (de facto ryzi).

» Pro¢ vlastné ma mit hra rovnovazny bod? Rikdme taky
FeSeni...

» Co se zméni, kdyZ mnoZziny strategii diskretizujeme?

» Diskretizace v pfipadé modelu typu Cournotova
duopolu/oligopolu vzorkuje mnoZstevni strategie. MiZe je
vzorkovat nevhodnym zpiisobem.

P Diskrétni mnoZiny strategii pfi rozhodovani nejsou
nepfirozené. Lidé ¢asto vnimaji rozhodovani v diskrétnich
jednotkdch (mnoZstvi, cena).

» Diskretizujeme tim i uZitkové funkce.

» Spojitost se do toho dostane jinym zplsobem (prostory
smiSenych strategii jsou z principu spojité).
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Existence Nashova ekvilibria ve hrach se spojitymi S;

Theorem
Nashovo ekvilibrium hry v normalni formé

M= (Q;{Si}ticq:{Ui}icq) existuje, pokud jsou splnény ndsledujici
podminky:

1. 5;,Vi € Q je konvexni a kompaktni podmnoZina
Euklidovského prostoru.

2. Ui(si,s_i) : S — R jsou spojité funkce u viech hraci i € Q.

3. pro vSechny hrdge i € Q a vSechny s_; € S_; je funkce
Ui(si,s—i) ryze kvazi-konkavni na mnoZiné S;.

Dikaz podobné véty provedeme pozdé;ji.

Martin Hruby Vypotet NE



Kompaktni a konvexni mnoZina

Definition

Mnozina A C R" je kompaktni, pokud je ohrani¢ena (existuje &islo
b takové, Ze Va € A : ||a|| < b) a uzaviena (jeji doplngk R" \ A je
otevfend mnoZina).

Definition

Mnozina A C R" je konvexni, pokud pro kaZdé dva jeji prvky

7 w7

X,y € A a kazdé redlné &islo A € (0,1) plati:
X+ (1—-ANyeA

Tzn., kazdy bod na usetce mezi body x a y patf do mnoziny A.
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Konvexni a nekonvexni mnoZina
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Ryze kvazi-konkdvni funkce

Definition

Funkce f(x) : A — R! (kde A je konvexni mnoZina) je ryze
kvazi-konkavni, jestlize f(Ax + (1 — \)y) > t pro vechna

x,y € Ax#y, A€ (0,1) a jakékoliv t € R takové, %e f(x) >t a

fly) >t

Definice ¥ikd, Ze funkce (nap¥. uZitkova funkce, resp. preferennf)
nemiZe na intervalu (x, y) takovém, Ze pro oba ohrani¢ujici body
je f(+) slab& lepsi nez hodnota t, tvrdit, Ze pFipousti bod

z € (x,y), ktery by nebyl striktn& lep3i nez t nebo dokonce horsi.
Naopak, viechny body z € (x,y) musi byt striktn& lepsi (striktn&
preferovany nad) nez t.
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Definice hry v normalni formé (kone¢né S;)

Definition

Hra N hrd¢i je struktura I' = (Q; {Si}icq: {Ui}icq). kde Q je
mnozina hrd¢t Q = {1,..., N}, S;,i € Q jsou konetné mnoZiny
ryzich strategii hrd¢ii a U : [[;co Si — R jsou jejich vyplatni
funkce.

IdedIni je mit jedno unikatni ryzi Nashovo ekvilibrium ve hte, ale

byvaji situace, kdy je poet PNE vé&tsi neZ jedna nebo naopak
nulovy.
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Klasicka hra v normalni formé

Peter/John | pfiznat se | zatloukat
pfiznat se -10,-10 0,-20
zatloukat -20,0 -1-1

Plati nasledujici?:
1. 5;,Vi € Q je konvexni a kompaktni podmnoZina
Euklidovského prostoru.
2. Ui(si,s—i) : S — R jsou spojité funkce u vdech hrati i € Q.
3. pro viechny hrice i € Q a v8echny s_; € S_; je funkce
Ui(si, s—i) striktn& kvazi-konkavni na mnozing& S;.

Je to diisledek kone¥nosti (diskrétnosti) mnoZin strategii.
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Smisené rozsiteni hry v normalni formé

Definition

Méjme hru I = (Q, {Si}iEQ; {Ui}iGQ)- Hru

M =(Q;(4A)icq; (M;)icq) nazveme smisenym rozsitenim hry I,
pokud jsou pro viechny hrace i € Q:

» A; je mnoZina smidenych strategii hrdZe i (vektory délky |S;|).
o; € A; oznatuje jednotlivé strategie prostoru A;. Cislo o;(s;)
oznaluje pravd&podobnost pfifazenou ryzi strategii s; € S; v
ramci smiSené strategie ;. Celkové A = X ;A;.

A=< 0;€(0,1)™] Z oi(si) =1, m; =|Sj|
S,'ES,'

» Vyplatni funkce hrace i

i(ono_i)= Y > Ulsi,s-i)oi(si)o_i(s-i)

s_;€S_; sieS;
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Smisené rozsiteni hry v normalni formé

P¥ipomeiime definici smi¥eného Nashova ekvilibria (MNE):
Definition

Smigeny profil ¢* € A je ekvilibrium ve h¥e '™, pokud plati pro
vdechny i/ € Q:

o; € BRi(0")

BR:(o_:) = (i 0

i(o_i) = arg Lr:weagiw,(a,,a ,)]

Pozn.: P¥edpoklddame, Ze vysledkem operace BR;(o_;) je
podmnozina A;. Mnozina A; ma jiny charakter nez S;! Z toho

plyne.: hra¢ i je v kontextu sub-profilu o_; indiferentni mezi vSemi
oj € BR,'(O‘_,').

Otazka: Jak je velkd mnozina BRi(o_;)?
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a b
c| 32113
d|-141|21

MNE = (07,05) = <<%%> ’ <%g)>

m1(p,q) = 5pq — p —3q + 2

BRl(O' 1)—BR1((10,10))_ —05p+17=p:=0
BRi((35,45))=35p—07=p:=1

BRl((% g))_5p 02—-p—3-02+2=14

Zde jiz BR neni zavislé na p, tzn. BRi(g = 0.2) = A;. Avdak
pouze pro jeden bod v A; je to podobné u sloupcového.
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Véta o existenci Nashova ekvilibria

Theorem
KaZdd kone¢nd hra ma vZdy alespori jedno FesSeni ve smiSenych
strategiich.

John Nash (1950)
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Vyznam Nashovy véty, jeji diikaz

» PY¥ipomeiime reakéni kfivky, coZ je specialni p¥ipad BR-odezvy,
pokud je BR funkce (vstupu je pfifazen pravé jeden vystup,
opakem je tzv. korespondence).

> V nasem vnimani best-response pfipoustime, Ze v ryzich i
smiSenych strategiich p¥itazuje BR bodu z defini¢niho oboru
(sub-profil) vic nejlepsich odpov&di.

» Nash zalozil sviij dikaz na zkoumani, zda-li
BR-korespondence miZe mit pevny bod.

Zavedeme si pojem korespondence. Korespondence c: A —— B je
zobecnéna totalni funkce nebo multi-value funkce, kterd kazdému
a € A ptitfazuje (neprdzdnou) podmnozinu B.
Alternativné miZzeme psat:

» c:A— 2B svlastnosti Vac A: c(a) # ()

P one-to-one correspondence je ekvivalentni s pojmem bijekce
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Vyznam Nashovy véty, jeji diikaz

Definition
M&jme korespondenci ¢ : A —— A. Pevny bod (fixed-point)
korespondence ¢ je takovy bod x* € A, Ze

x* € c(x)

» MNE je z principu pevny bod BR-korespondence

» Pokud dokaZeme, Ze kterdkoliv BR-korespondence miiZze mit
pevny bod, pak existuje MNE pro kteroukoliv hru
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Obecny predpoklad

Nashovo ekvilibrium je strategicky profil o* takovy, Ze
of € BRi(c* ;) pro v8echny i € Q. Je to tedy pevny bod
BR-korespondence:

BR(0) = (BRi(0-1), BRa(0-2), .., BRn(0-n))

V IT-chdpani:
» BRi(o—;) je funkce, kterd na zadany sub-profil (chovani viech
kromé& i) vrati nejlepsi strategie hrace /.
» V oboru ryzich strategii je to podmnoZina S;, v oboru
smiSenych strategii je to podmnoZina A;.
» BR(-) je funkce, kterd to vrati pro viechny i € Q.
P¥edstavme si za BR iterativni vypolet. Skon&i?
» Je ta funkce BR(-) takova, Ze by vrétila pro MNE s*

v
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Obecny predpoklad, postup

» Existuje v&ta (Kakutani's fixed-point theorem), kterd
stanovuje podminky, aby korespondence méla pevny bod.

» Pokud ukdZeme, Ze BR spliiuje tyto podminky, pak ma pevny
bod, tzn. hra ma ekvilibrium.

» UkaZeme si Kakutaniho theorém a Nashiv dukaz.
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Kakutani's fixed point theorem

Shizuo Kakutani (1911-2004)
Theorem
Korespondence r : A —— A ma pevny bod, pokud plati:

1. A je kompaktni, konvexni, neprdzdnd podmnoZina
(kone&né-rozmérného) Euklidovského prostoru,

2. r(a) je neprdzdnd pro vsechny a € A,

3. r(a) je konvexni pro viechny a € A,

4. r(-) je shora hemispojitd (ekv. s podminkou, Ze md uzavreny
graf).
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Diikaz Nashovy véty

V diikazu budeme vysetfovat funkci

Oi€A;

BRi(o_;) = arg [maXT(Un U—i)]

a nasledné

BR(c) = (BRi(0-1), BRa(0-2), ..., BRny(0_n))

Jejich zkoumdnim dojdeme k zdvéru, zda-li napliuji nezbytné
podminky Kakutaniho, aby mohly formovat smisené Nashovo
ekvilibrium.
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Berge's Theorem of the Maximum

Theorem

Necht X C R, M C R? jsou kompaktni a konvexni mnoZiny.
Necht je funkce f(x,m) : X x M — R spojitd na X a M.
Korespondence ¢ : M —— X definovana jako

= f
c(m) = arg {Tea)%([ (x, m)]}
je neprazdna pro kaZdé m € M a shora hemispojita.

Pozn.: na funkci f(x, m) miZzeme pohliZet jako na hodnotici funkci

optimalizatoru, kde m je vstupni specifikace problému a ¥eSeni se
hledd pfes vSechny x € X.

Pozn.: vS§imnéte si podobnosti s BR-korespondenci.
Pozn.: hemispojitost odpovida pojmu spojitost u funkci.
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Diikaz Nashovy véty

V kone&nych hrich, S; jsou kone&né mnoZiny. Jejich smigené
rozsiteni A; jsou oviem kompaktni a konvexni mnoziny (a rozhodn&
neprazdné). Tzn., prvni podminka Kakutaniho byla splnéna.

Z definice hry plyne, Ze m;(+) jsou linedrni funkce a proto spojité na
A;. Z Bergova theorému o maximu proto plyne, Ze BR;(o_;) je
proto neprdzdna pro vSechny o_; € A_; a shora hemispojita.
Druha a ¢tvrta Kakutaniho podminka splnéna.

Pozndmka: definice linedrni funkce (zobrazeni):

Definition
Necht X CR™ a Y CR" . Zobrazeni F : X — Y se nazyva
linedrni, pokud pro vsechny x,y € R™ a g € R plati soucasné:

1. F(x+y)=F(x)+ F(y)
2. F(g-x)=q F(x)
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Diikaz Nashovy véty, Pozndmka ke konvexnosti BR

Protoze mi(oj,0_;) je linedrni pro libovolné o_;, pak najdeme-li
dva body o}, 07 tak, Ze

mi(ot o) = mi(o?,0_;)
tzn. of,0! € BRi(0—;), pak (z linearity):

iAol + (L= N)o?, o) =
Mri(of,0-i) + (1 = N)mi(o] ,0—i) = mi(0],0-)

pro libovolné X € (0,1). Tzn., BR davé konvexni hodnotu. T¥eti
podminka Kakutaniho byla splnéna.

Co znamen3 ta rovnost? BRj(o_;) vraci mnozinu A C A, tzn. pro

RV EIRT o 7 / /! s . ~ 7 . - s
kazdé jeji dva rizné body o}, o} musi platit, Ze ddvaji stejny
olekavany uzitek v kontextu o_;. Nds zajimd, zda-li je mnoZzina A
konvexni.
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Zavér dukazu

Podminky Kakutaniho v&ty byly spIn&ny, tim padem je BR(o)
korespondence s pevnym bodem, tzn. ma-li ¢* byt rovnovdzny bod
ve smiSenych strategiich, pak rozhodné plati, Ze

o* € BR(c")
Tak J. Nash v roce 1950 (zasldno k recenzi Nov 1949) v &lanku

Equilibrium Points in N-person Games dokazal univerzalni
fesitelnost kone&nych nekooperativnich her (¢lanek je k dispozici

Ul

na "perchté”, ma jednu(!!!) strdnku textu).

Obecny zavér pro lidstvo? Kazdd situace ma ¥edeni ©.
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Vyznam Nashova ekuvilibria

» Nabizi se otdzka, pro¢ mame mit Nashovo ekvilibrium, kdyz je
tak slozité (skoro nemozné) ho prakticky vypotitat.

> V TH je otdzka FeSitelnosti hodnoty ekvilibria mnohdy
irelevantni.

» NE postavilo zaklady mnoha dalSich strategickych modell
(kooperativni hry, mechanism design, evolu¢ni biologie).

Otdzky a tvahy, za jakych podminek mizZe existovat ryzi
ekvilibrium, jsou oviem stdle zajimavé. Jakym zplisobem se na
stavu ekvilibrii podepise nap¥. diskretizace rozhodovaciho prostoru.
Jaky vliv ma preferencni relace, tzn. forma uZitkovych funkci a
podobné.
Jisté je, Ze v pocitatich asi nebudeme tvofit modely rozhodovacich
situacich se spojitymi mnoZinami strategii.
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» Hry v rozsifené form& (extensive-form games)

» Kooperativni hry.
» Opakované hry.
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