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War and peace (R. Aumann, Nobel prize lecture)

» Teorie her neni schopna dodat magickou formuli, kterd vyresi
v8echny konflikty. Neexistuje akademicka disciplina, kterd by
toto dokazala.

» Cilem je porozumét konfliktu. Kdyz konfliktu porozumime,
jsme schopni hledat jeho ¥eSeni.

» Je to jako s rakovinou: A) konven¥ni lé¢ba (Yedit konkrétni
projevy/nésledky), B) snaha pochopit vnit¥ni principy (DNA,
procesy v téle).

» Na valku se pohliZi jako na iraciondIni chovani a to je chyba.
Viélka neni iracionalni.

» Jedinec je racionalni, pokud kona to nejlepsi dle jeho informaci.

» Hraje zfejmé& nekooperativni ekvilibrium.

» Kooperace — predpokldaddame, Ze ve hte existuje efektivn&jsi
profil nez je NE.

» Profil je kooperativni, pokud Zadny hra¢ neni schopen pro
sebe garantovat lepsi vysledek.

Repetition Enables Cooperation. Folk theorem.
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Demo: dopravni model

Jet do prace cestou a nebo b? KdyZ pojedou stejnou, cestovni

doba se protdhne.

Petr/Jan a b
a -10,-10 | -5,-1
b -1-5 | -20,-20
PNE = {(a.b). (b, a)}, MNE = ((3.3).(3.2))
Jak interpretovat dv& mozna PNE? Jak Petr ptresvéd¢i Jana k

(b,a)? Signalizace (sekven&ni hrani).

Kooperace. MiiZe byt kooperace (zdanlivd iracionalita) raciondlni?

Opakovani hry a trest.

Martin Hruby Dynamické hry, opakované hry



Sekvenéni hry. Uvod
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P¥ipomenuti statickych her

Hry v normdlni form& (statické hry).
» Hrac strategicky promysli moZzné tahy svoje a protivnika.
» Asi by mu hodné usnadnilo pfemysleni, kdyby védél, co
protivnik bude tdhnout.
» Kdyby se mu podafilo (tajn&) vyzvéd&t (v &ase libovolng
blizkém uzavérce rozhodovani), co protihra¢ odevzdal za

rozhodnuti tomu pomyslenému nezavislému arbitrovi, tak
tahne velmi efektivné.

» Ve statickych hrdch toto nepfipoustime.

V sekvenénich hrach predpokladame, Ze se hradi stfidaji v tazich a
tuto skutecnost si uvédomuji. P¥esné&jsi ndzev je ovsem hry v
rozsitené formé — rozsiteni neni pouze v sekvenénosti.
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Stackelbergiiv model duopolu/oligopolu

Heinrich Freiherr von Stackelberg: Market Structure and
Equilibrium (Marktform und Gleichgewicht) in 1934

» Bertrandiv a Cournotliv model pfedpokladd normalni p¥istup
ke hte. Hradi jsou (p¥iblizn&) stejné silni.

» Tento pfedpoklad neodpovidd mnohym redlnym situacim s
jednim extrémné silnym hra¢em (vidcem, leader) a skupinou
slab3ich hra¢d (ndsledovniki, followers).

» Stdle doufdme, Ze v&ichni hré&i jsou svym rozhodnutim
schopni ovlivnit cenu produktu (tzn. neni to monopol).

» Vznikaji oviem dvé& role a dv& podoby (odli¥ného) chovani:
viidce a ndsledovnici.

» Vidce: je si védom svého postaveni. Vi, Ze nasledovnici se
budou inspirovat jeho rozhodnutim.

» Nasledovnici: ¢ekaji na rozhodnuti viidce, pak se pFizplsobi.

Z principu tohoto rozloZeni sil neprob&hne hra v jednom tahu, ale
ve dvou.
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Stackelbergiiv model oligopolu

P¥iklady ze Zivota:
» PYedpoklad: pohybujeme se v systému s nedokonalou
konkurenci.

» Vyroba silové elekttiny v CR: CEZ — viidce, IPP (Independent
Power Producers) — nasledovnici.

» IPP Zekaji na cenové rozhodnuti CEZu, pak nastavi cenu za
MWh o tfi CZK niZsi.

» IPP tudiz svou produkci vzdy prodaji (o 3 CZK/MWh levng;ji).

» Vidce si tuto skute¢nost uvédomuje a zahrnuje ji do svého
rozhodovani.

Razné pfistupy v situacich, kdy je ndsledovniki vice (vicehrdZovo
Stackelbergovo ekvilibrium, ...).
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Princip zpétné indukce, zatim neformalné

Backward induction.

» Vidce tedy nemiiZe nechat vypusobit nasledovniky a pak se
rozhodnout (oni pravé Zekaji na jeho tah).
» Vidce experimentuje s moZnou reakci ndsledovnikid a hledd
strategii, kterd mu pfinese maximalni zisk
» Ta strategickd dvaha je na vidci.
» Nasledovnici pouze zareaguji na tah viidce.
» PYedpokldddme (i viidce predpoklddd), Ze nasledovnici
potdhnou BR.
> Zpétna indukce vede k NE, je to ov8em podmnoZina moznych
PNE, kde nejsou zahrnuty iraciondlni varianty (hrozby).

Pozn.: Mizeme zavést komplikovanéjsi chovani, jako napf¥iklad
systém vidce versus oligopolistické chovani nasledovnika.
Pozn.: Takova perlicka - Unexpected hanging paradox.
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Stackelbergtiv model oligopolu: design modelu

Model je v mnoZstevnich strategiich.
Firma 1 zvoli mnoZstvi g; > 0,
Firma 2 to sleduje, zhodnoti a voli g» > 0.

Vyplata firmy i je pak uréena
ui(qi, q;) = qilP(q) — ]
kde P(9) =M —q, q=q + .
¢ jsou vyrobni naklady; P(q) je cena na trhu p¥i dodaném

mnozstvi q.

R1, R> budou rozhodnuti firem o mnoZstevni strategii.
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Zopakujme ui(qi, g;) = qi[P(q) — c].

Backwards-induction: R(q1) :

= M—ai — ar —
g;%w(ql,qz) [’g%qz[ q1— g2 — (]

Hleddme tedy maximum funkce s proménnou g,. Matematicka
analyza: vySetfovani extrémi funkci.

Hleddme extrém: %;f); f(q2) = oM — q2q1 — 93 — cq2
Bod extrému: M —q1 —2go —c =0

M — gL —cC
2
R2(q1) je analyticky vyjadfené mnoZstevni rozhodnuti nédsledovnika
vztaZené k rozhodnuti viidce. Vidce vi, Ze takto se rozhodne
ndsledovnik a s timto védomim voli jeho optimdlni strategii.

g2 = Ra(q1) = ;g1 <M-—c
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[1 2 0] max u1(q1, Ro(q1)) = max qi[M — g1 — Re(q1) — ]
max qi(M —q1 —c)/2

1 1., 1
flq) = M — qu —5aic
1 11
SM—22g — Zc=
2 ;T 5¢=0

Ekvilibrium je g* = (¢}, g3) = (M5, M—<).

Pokud tedy viidce doda na trh jiné (nap¥. v&tsi) mnoZstvi nez Mz_c,
rozhodné jeho zisk bude nizsi. Jako domaci cvieni toto provérte.
To samé plati pro nasledovnika. Ndsledovnik oviem ma vzdy
moZnost volit BR a tuto volbu tahnout.
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Modely oligopolu

Zndme jiZ tfi pohledy na véc:
» Cournot — oligopol v mnoZstevnich strategiich, statickd hra.
» Bertrand — oligopol v cenovych strategiich, staticka hra.

» Stackelberg — oligopol v mnoZstevnich strategiich, sekvencni
hra.

Tyto modely jsou common knowledge pro kaZdého herniho
teoretika.

Dnes vime, Ze se hradi nenechaji strhnout k cenové hte, kterd mize

vést k cenové vdlce. Po cenové valce je totiz rozloZeni vlivu na
trhu pfiblizné podobné, jako na za¢dtku, pouze hra&i méné trzi.
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Princip zpétné indukce

Pedro/Juana | Opera | Fotbal
Opera 3,2 0,0
Fotbal 0,0 2,3

Pedro tdhne prvni. Vi, Ze Juana zvoli BR. Proto se podiva, co by
byly ty BR (Oo, Ff). Z moZnosti (Oo,Ff) voli Oo.
Cim to, Ze je tu naprosto jasné unikdtni PNE?
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Poradi tahu

Je vyhodné tahnout prvni?

P¥iklad s poslanci: Poslanci chtéji odhlasovat zdkon o zvy3eni svych
platl. ZvySeni pfinese kazdému poslanci individudIni uzitek b > 0,
ov8em poslanec hlasujici " pro” snizi u véfejnosti svou popularitu,
coz odpovidd ztraté ¢ > 0 (nast&sti b > c¢). Poslanci jsou t¥i, k
odhlasovani zdkona potfebujeme dva hlasy pro. K hlasovanf{
pFistupuji sekvenéné a hlasovani je vefejné. Kdo pujde prvni?

» Clov&k bez znalosti THE by se mo¥n3 ostychal jako prvni

hlasovat o tak choulostivé véci vefejné.
» Je evidentni, Ze zdkon projde.

» Pokud budu mit to Stésti, Ze budu moci jit hlasovat prvni,
radostné budu hlasovat " proti” s pfiddnim né&jaké zasadni Feli
o nestoudnych mzdovych poZadavcich nékterych poslanci.
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Poradi tahu

ofl * ‘\?“
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Diveryhodna/nediveryhodnd hrozba

Credible/Incredible threat.

Uvazujme situaci, kdy hrd¢ A prijde k hra¢i B s tim, Ze ma bombu
a pokud mu B ned3 jisty obnos (nema smysl zkoumat jeho vysi),
tak bombu odpali (zpdsobi smrt A i B).

Hra¢ B olekavd u A racionalitu a zkoumd, zda-li je hrozba
"odpalit” divéryhodnd. Otekdva, Ze A je raciondlni (da prednost
Zivotu). Pak nemd smysl| hrat strategii " Odevzdat”. Paradoxng,
vétsina lidi v8ak penize zaplati.

Hrac¢ zkoumd, zda-li ma raciondlné zahrnout hrozbu protivnika do
svého rozhodovani (stéle predpoklddd racionalitu protivnika).

Nedtv&ryhodnou hrozbu hra¢ ohladuje (signalizuje), pokud doufa,
Ze ji nebude muset naplnit. Aby se hrozba stala divéryhodnout,
hra¢ mnohdy sob& zptisobi skodu (paleni lodi).
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Diveryhodna/nediveryhodnd hrozba

A/B | left | right
top 211 00
bottom | 1,2 | 1,2

v

PNE: (top,left), (bottom, right)

IkdyZ je right slabé dominovana strategii left, pfesto nenf
iraciondlni. Tvofi hrozbu.

v

v

Musi se vSak A obdvat right?

v

Ve statické h¥e sloupcovy voli left.

Sekven&ni chovani miZe potladit vliv hrozby.

v
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Informace ve hte

» Hry s dplnou/nedplnou informaci (complete/incomplete) —
hra¢im je zndma/nezndma struktura hry (hragi, strategie,
zisky).

» Hry s dokonalou/nedokonalou informaci (perfect/imperfect) —
hra¢lim je znama historie hry.

» N&s budou zajimat hry s tplnou informaci.

» Daéle budeme zkoumat perfektnost/imperfektnost informace.

Hry proti pfirodé — prvni tah md p¥iroda (zdroj nedokonalosti v
informaci).

Historie znamend informaci o aktudlnim uzlu ve stromu hry. Pokud
je znalost uzlu jistd (informa&ni mnoZina je jednoprvkova —
singleton), pak je perfektni informace. Nejistotu modelujeme
viceprvkovou informaéni mnoZinou.

Perfect recall — hral je schopen si pamatovat vlastni tahy.
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Definice sekvenéni hry (Extensive Form Game)

Definition
Konetna sekvenéni hra s perfektni informaci I'E je tvefice
(Q,H,p, U), kde:
» @ je mnozina hracua,
» H je mnoZina historii (kontextd, uzlG). H” oznatuje mnoZinu
termindlnich historii. H® = () oznauje potatedni uzel.
» p(h): H\ HT — Q p¥ifazuje kazdé netermindlni historii h
hrade, ktery je aktudln& na tahu.
» U je vektor uzitkovych funkci U;(h) : HT — R! pro viechny
i€ Q.

Pozn.: Mininum pro definici hry s perfektni informaci je (Q, H, p).
Pozn.: Zavedeme: A(h) je mnoZina akci pro kazdé he H\ H',
tzn. mnoZina proveditelnych akci po dosaZeni historie h.
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Co je ta historie?

Budeme chtit vyjadfit, Ze hra& nevi, v jakém stavu (uzlu) stromu
je.

» Historie h € H je sekvence akci (ak)k=1,.., kde kazda akce a;
predstavuje tah hrace

» Prazdna sekvence je HY, potatek hry.

> Je-li (ak)k:Lm,K eH (K S N) al <K, pak (ak)kzl,,,,,L € H.

» KaZdy prvek h € H se nazyva historie, kazda slozka h se

nazyva akce.

MnoZina H ddva predstavu o zptisobu hrani hry, je to mnoZina
vech cest od pocatku k libovolnému uzlu stromu hry.
P¥edpoklddame tedy, Ze v h = (ax)k=1,.. k.Jj € {1,..., K} tahl v
j-tém okamZiku hra¢ p(h') akci aj, kde h' = (ak)k=1,...j-1.

Martin Hruby Dynamické hry, opakované hry



Co je ta historie?

» Je-li H kone¢na mnozina, je i p¥islusna hra konecna.

> Je-li nejdelsi prvek h € H konetné dlouhy, ma hra konecny
horizont.

» Je-li h historii délky k, pak (h,a) je historii délky k + 1.
Sklada se pak z h nasledovaného a.
» Z toho plyne definice A(h) = {al(h,a) € H}.

Zpétna indukce miZe byt pouZita pouze na kone¢né hry.
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Informa&ni mnoZiny typu | C H\ H'

M&jme rozklad (relace, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni)
na mnozing H '\ HT, tzn. mnoZinu mnoZin, které dohromay tvofi
H\HT.

» Jednu informaé&ni mnoZinu budeme oznacovat /.

» Z principu relace "rozklad na mnozin&” plyne, Zze kazda h € H
je pravé v jedné mnoziné rozkladu.

v

je-li h € 1, pak je hr&¢ p(h) nejisty, zda-li je v uzlu h nebo v
jiném h' € /.

Vh,h € l:p(h)=p(h).

jsou-li v8echny I jednoprvkové, pak je hra s dokonalou
informaci (perfect information), jinak nedokonalou (imperfect)

v

v
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H=1{0.(0).(F)y UHT
HT = {(0,0).(0. ). (F.o).(F.F)}
p(()) = 1.p((0)) = p((F)) = 2. A(()) = {0, F}
Is = {{0},{0}. {F}}




Is = {{0},{0, F}}

Pozn.: Hra¢ 2 ve svém okamZiku tahu nevi, co hrél protivnik (v
jakém je on uzlu). Fakticky to odpovida situaci hry v normaini
formé.
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Zermellv teorém

Theorem

KaZdd konecnd hra dokonalé informace ma PNE, které je
dosaZitelné zpétnou indukci.

Pokud Zadny hra¢ nema v Zadnych dvou termindinich historiich
stejné uZitky, je ve hfe pouze jedno PNE.

Garance existence PNE!
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Opakované hry

» Opakovand hra je p¥ipad hry v rozsitené formé (sekven&ni
hry), kterd sestdva z konetného/nekonetného opakovani tzv.
zdkladni hry (stage game).

» V opakovanych hrich (specificky v té&ch nekonené
opakovanych) je raciondlni hrat spolecensky optimdaini profil,
ktery se miize zna¢né lisit od NE.

» V opakovanych hrich s kone¢nym (a pfedem znamym)
pottem opakovani je racionalni hrat v posledni hfe NE a v
prib&hu ten koncept (NE, socidln& optimdlni profil), ktery je
vyhodng&jsi s védomim budouciho opakovani hry. (p¥.
chain-store paradox)

» Konecné-opakované hry Ize Yesit zp&tnou indukci.
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Opakované hry, tvod

Zatim zndme hry:

» Nekooperativni s nulovym /nenulovym sou¢tem v normdln{
(maticové) form& — hra&i chapou situaci (jednotahovost) a
strategicky analyzuji mnoZinu profild.

» Nekooperativni hry v rozsitené formé& — hraci se v tazich
st¥idaji, existuje vic tahl. Velmi zileZi na stavu informace ve
h¥e (dokonald/nedokonald informace o historii hry).

» Kooperativni hry definované charakteristickou funkci — hraci
hledaji optimalni rozloZeni koalic a optimalni délbu zisku
pFisouzené koalici (imputace).

» Cim je podmin&na kooperativnost (garance, Ze protivnik dodrzi
dohodu)?
Opakujeme tzv. "base game” (stage game) — zakladni hru.
Co je strategie v opakované h¥e? Navaznost na ESS.
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P¥ihoda s HodZou Nasredinem

HodZa Nasredin byl zndmy muslimsky filosof a humorista. Jednou
ptisel do lazni, ale lazebnik ho odbyl Spatnymi sluzbami. P¥i
odchodu z lazni HodZa zaplatil velkou minci. P¥i pFisti ndvstévé se
lazebnik pt¥ekonaval, ale HodZa p¥i odchodu zaplatil malou minci.
Lazebnik se divil: "HodZo, posledné jsi zaplatil hodné za ... sluZby
a za dnedni (lepsi) sluzby malo. Pro&?". HodZa odpov&dél:
"Posledné jsem platil za dnes a dnes jsem platil za posledn&.”.

Pokud lazebnik pochopil HodZovu strategii v opakované hre
"ndvstéva lazni", pak budou od toho okamziku oba hrat

kooperativni profil.

Opakované hry nam umoZiiuji modelovat socidlni normy, vliv
"trestu” na dalsi opakovani hry a pfirozené vnucenou spolupraci.
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Opakované hry,

Ddle na drovni nekooperativnich her:

» Konfliktni situace se mize opakovat. Pokud si hradi fakt
opakovani uv&domuji, mluvime o opakovanych hrach.

» Hrd& se mohou poutit o chovani protihrage, tzn. maji pamét.

v

Je prostor pro vyjedndvani. Je moZno "trestat”.

v

Rozlisujeme dle opakovani:
» Konelné opakovani — hra se opakuje T-krat, kde T je
konkrétni pfedem zndmé &islo.
> Nekonetné opakovani — hra se opakuje bez ukonéeni. Nenf
uren konec, tj. v kazdém kole predpoklddam, Ze bude
nasledovat dalsi.

v

Hra¢ na pocatku hry vi o opakovani a pfizplsobi tomu sviij
prvni tah. Navazujeme timto na sekven&ni hry.

Hra¢ bere v Gvahu, Ze jeho tah ovlivni bezprosttedni vysledek hry,
ale i budoucnost hry (vnima svoji "reputaci”).
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Opakované véziiovo dilema

C D
cl 11 |-12
D|2-1|00

P¥edpokladejme nyni strategii (nazvanou grim trigger strategy):

» Hraju C tak dlouho, dokud druhy hraje C.

» Pokud druhy zahraje D, od této doby hraju navzdy D (trest).
Pokud nékdo zahraje D, kratkodobé ziska zisk 2, ale v dalSich
hrach uZ jenom 0 (namisto kooperativniho 1). To znamend, Ze pro
racionaIn& (citlivé k budoucnosti) uvaZujiciho hrace je zisk
(1,1,1,1,...) dominujici nad (...,2,0,0,...).

Strategie C je tedy best-response na grim trigger strategy. Tato
strategie je NE v opakovaném V&ziiov& dilematu. Strategie (D, D)
ovsem taky.
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Strategie v opakované hte

Je nutno odliSovat dva pohledy na opakovou hru:
» Bazovd (zdkladni) hra ma strategie dle
M= (Q:{Si}ticq: {Ui}icq)-
» Opakovand hra m3 strategie definované nad celou
posloupnosti opakovani biazové hry.
» Situaci opakované hry modelujeme jako rozhodnuti hra&e, jak
se bude v ramci opakovani her konzistentné chovat.

P¥iklady strategii v opakované hte:
» Vzdy budu hrat ...
» Budu hrat strategii, kterou v predeslém kole hral soupeft.

» Budu hrat kooperativni strategii, pokud mé soupef zradi, budu
ho trestat po dobu k kol hranim nekoop. strategie, a pak budu
hrat op&t kooperativni strategii (trest a pozd&jsi odpu¥téni).

Sout&Z v opakovaném Véziov& dilematu (Iterated P.D.
Competition, R. Axelrod, 1979).
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Preference v opakované hte, ohodnocovaci faktor ¢

Kazdy hra€& m3 v kazdém kole t hry uZitek U;(s?),s® € S a definuje
ohodnocovaci faktor (discounting factor) d; € (0,1), kterym
ohodnocuje postupné vyhry p¥i hrani profilli (s*,s?,...,s"), tedy
secS:

.
Ui(sY) + 0iUi(s?) + .. + 6] TU(sT) = D 071U (s")
t=1

Pozor, §f je t—mocnina §;.

» Pokud je 6; blizko 0, hra¢ i je velmi necitlivy k budoucnosti a

naopak.

» Pokud je 0; =0, pak hra& i nevi o budoucnosti (jednotahova
hra).

> PY.: §; = % pak dnesnich 100 CZK je ekvivalentni zit¥ejsim
200 CZK

» Budeme nadile klast 6; = §; Vi € Q.



Preference v opakované hte

Chceme ohodnotit posloupnost ziskl a vyjadFit ji jednim Cislem.
Pomoci n&ho budeme porovnavat posloupnosti ziski (preference
nad posloupnostmi).

Posloupnost W = (w!, w?,...,w’) md sumu V = ZtT:1 <5it_lwf
Existuje nyni takové &islo ¢, Ze by byl hra¢ indiferentni mezi W a

(c,c,...)?

Suma pro (c,c,...) je 55 (suma geometrické ¥ady). Hrat je
indiferentni mezi W a (c,c,...), pokud ¢ = (1 —§) V. Proto
nazyvame (1 — &)V primé rnym ziskem, tzn.

.
=(1-0)) 5w
t=1
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Definice hry v rozsitené formé& (opakovani)

Definition
Konena sekveneni hra s dokonalou informaci je I'E je ¢tvefice
(Q,H,p, U), kde:
» @ je mnozina hracia,
» H je mnoZina historii (kontextd, uzlG). HT oznatuje mnoZinu
terminalnich historii. H® = () oznauje potatedni uzel.
» p(h): H\ HT — Q pf¥ifazuje kazdé netermindlni historii h
hrade, ktery je aktudln& na tahu.
» U je vektor uzitkovych funkci Uj(h) : HT — R! pro viechny
i€ Q.
Pozn.: Miminum pro definici hry s dokonalou informaci je
(Q, H,p). Pozn.: Zavedeme: A(h) je mnoZina akci pro kazdé

h€ H\ HT, tzn. mnoZ¥ina proveditelnych akci po dosaZeni historie
h.
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Definice opakované hry

Definition

M&jme I = (Q; {Si}icq: {Ui}icq). T-krt opakovand hra '™ s
bazovou hrou I' a ohodnocovacim faktorem ¢ je hra v rozsifené
formé s dokonalou informaci a sou¢asnymi tahy hraci, kde:

» mnozina termindlnich historii je mnoZina sekvenci
(st,s2,...,sT) profilti hry I

» p(h) = @ pro viechny historie h = (s,s2, ..., s%)
(Vte{1,.., T —1}).

» A;(h) = S; pro vechny historie h = (s!, 52, ..., st)
(Vte{1,..,T —1}).

2dy hra¢ i ohodnocuje kaZdou terminalni historii
Y sT) dle svého priim&rného zisku

> ka
(s
(1 5)2 1 0°7U(sY).
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Poznamka k definici: nekone¢né opakované hry

V ptipadé nekonecné opakované hry [°:

» Terminalni historie jsou nekoneéné sekvence (s!,s?,...).
» Prim&rny zisk je (1 — ) D22, 871U, (sh).

V obou p¥ipadech (koneZné, nekonetné opakovani) je termindini
historie nazyvana taky "outcome path” (vysledkova posloupnost).

Path ve smyslu cesta grafem hry v rozsifené formé.

Martin Hruby Dynamické hry, opakované hry



Zpatky k v&znim

C D
cl 11 |-12
D|2-1|00

Hraje se T-krat:
» T =1, pak je NE = (D, D)
» T >1aT je konetné, zpétnou indukci ziskdime SPNE
(Subgame Perfect NE), které je op&t NE = (D, D)

T =2 - v druhém kole mé& zradi. Mam diivod vé&Fit tomu, Ze p¥i
mé strategii C hra v prvnim kole skon&i v (C, C)?
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Zpatky k v&znim

Hraje se oo-krat:

Proposition

Je-li 6 > % pak mad oo-krdt opakované Vé&zriovo dilema (dle
pFedchoziho zaddni) SPNE (C, C), které se hraje v kaZdém tahu.

Proof.
Ptedpokladejme grim trigger strategii.
Pokud hra¢ i bude hrat stéle C, je jeho primérny zisk
(1—68)[1+ 6+ 0%+ ...] = 1. Zahraje-li D v libovolném, napt.
prvnim, tahu, pak je jeho zisk (1 —d)[24+ 0+ 0+ ...] =2(1 — ).
Pokud je § = % pak je to srovnatelny zisk, pokud § > % pak je
horsi.

O
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Co je Nashovo ekvilibrim v opakovanych hrach?

» Obecny vyznam NE zndame (je to profil, kde Zadny hra¢
zménou své strategie neziskd pro sebe lepsi vysledek).

» Definice strategie v opakovanych hrach byla ddna (je to
chovani hrae ptes vdechna opakovani hry).

» Zisk hrace v opakované hte je suma vSech dosaZenych ziski
pres v8echna opakovani.

» Hradi hledaji dlouhodobou strategii, kterd jim pFinese
optimaln{ zisk — v NE.

Vytvofime superhru (supergame), kterd je pro nds obvykld
nekooperativni hra v normalni formé&.
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Ukdazka superhry nad Véziiovym dilematem

Uvazujeme superhru I nad Véziiovym dilematem, které bude
T-krat/oco-krat opakovano, kde S; = {trigger, C, D}.

Priimé&rné uZitky jsou:

A/B | trigger C D

trigger | (1,1) | (1,1) | (0,0)
C (1,1) | (1,1) | (-1,2)
D (0,0) | (2-1) | (0,0)
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Folk theorems (General feasibility theorems, R. Myerson)

Forma "solution concept” v opakovanych hrach.

Folk theorémy jsou tfida vét, které v opakovanych hrach ukazujf,
Ze kterykoliv vysledek hry je pfijatelné FeSeni, jestli je pro hrace
alespoii tak dobry jako jejich minimax zisk.

Definition
M&me hru I = (Q; {Si}icq; {Ui}tieq). Minimax zisk hrace i € Q
ve hve [ je:

- s_jES_; \ si€S;

v, = min <maX[Ui(Si’5—i)])

vaved

vi je tedy nejnizsi BR;. Ptedpokldddme, Ze hraci jsou schopni si
kolektivn& uv&domit miru p¥ijatelného vysledku hry (feasible
outcome). Ten p¥edstavuje jakousi socidlni normu.
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Minimax strategie

Dikaz je zaloZzen na pouZiti grim trigger strategie.

Definition
Rekneme, Ze vyplatni vektor v je striktn& individualn& raciondlinf,
pokud plati pro v8echny hrate i € Q : v; > v;.

Definition
Minimax strategii proti hraci i nazveme sub-profil m' ; (ve
dvouhraové hte strategii protivnika), kterd mu pfinese v;. Je to:

i .
m'_ . = ar, min |max U;(s;, s_;
! € s_j€S_; |:S,'ES,' I( " I):|

Plyne z toho, 2e BR;(m' ;) = s! takovd, Ze U(s/,m’ ;) = v.
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Folk theorem

Dopliime, e V* C RN je mnoZina ptijatelnych (stejnych jako v;) a
striktné individudIn& raciondlnich ziskd.

Folk theorems ukazuji, Ze pokud jsou hradi dostate¢né citlivi k
budoucnosti (maji dostatetn& vysoké d;), pak jsou schopni
dosahnout libovolného dosaZitelného stritné individualné
raciondlniho zisku formou NE.

Theorem
Pro vSechny v = (v1, va, ..., vy) € V* existuje § < 1 takové, Ze pro
vsechny 6 > ¢, existuje NE v [*°(9) s vektorem ziskii v.

KdyZ hrajete s ¢lovékem, jehoz §; — 0, nemd smysl doufat v
trestani.
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Folk theorem, dikaz

P¥edpokladejme nejd¥ive, Ze existuje profil s = (s;);eq takovy, Ze
Ui(s) = vi, (vi)ieq € V* (jinak bychom museli zavést smiSené
strategie, jde to, ale to bychom si to zna&n& zkomplikovali).

Zavedeme si trigger strategii:

1. Hrej od nultého kola s; tak dlouho, dokud protihra¢ hraje s_;.
Pokud protihrd&(i) vyboti, presufi se do stavu 2.

2. Hrej uZ jenom m{ (strategie, kterd garantuje v;).

Pokud hradi hraji kooperativng, maji ve h¥e zisk v. Hrac i, ktery
vyboti v kole t, aby ziskal v; = BR;(s_;), ziskd maximaln&:

(1—5) [V;+(5Vi+“‘+5t_1vi+5t7;+5t+lﬁ+5t+2ﬁ+"']
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(L=08)[vi+6vi+ -+ v+ 6V +6T v+ 62y 4]

5t+1i
= (L= O)vi+ v+ 4 0Ly 4 0T+ ] =
1-6

= (1= + (L= 0)ovi+ -+ 6 ] + (1= 6)5W + 5y

Druhy ¢len:

(1=0)[6vi+-- 46 v)] = vi(6+- - -+ 1 =62 — - - 46%) = v;(6—07)

Prvni a druhy &len:

(1= 0)vi +vi(6 = 6°) = vi = dvi + dv; — vid" = v;(1 = 4&")
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Celkov& (zisk hrate i, ktery v kole t vybotil z kooperativniho
profilu):

=(1—-6%v; +0"(1 - 8)vi + 6"ty

Aby navrhovan3 strategie (tzn. hrat kooperativng) byla optimalni,
musi platit:

vi > (1= 6%y + 61— 0)vi + 6"y,
vi > v — 0 [vi — Vi + 6v; — dvi]

vi > v = 6 [vi + (6 — 1)V — dvj]
To bude platit, pokud:

vi+ (6 — 1)V — v >0
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P¥elomova je hodnota

Vi—v
d=max | —
i€eQ |vi— Vi
Vi<vi<Vi=Vi—Vvi<Vi—vi=0<1

Pro v8echny 6 > 0 je raciondlni hrat zvolenou strategii a neuhybat.
Resp. pfi = 4 je deviujici hra¢ na stejném zisku, jako by
kooperoval, p¥fi § > § ma striktné horsi zisk.

Tento Folk theorem ukazuje, Ze pro jistou miru paméti (nebo
citlivosti k budoucnosti) je protihra¢ raciondln& nucen ke
kooperativni strategii.
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MAINET

L R
U|66 | 0-100
D|71|0-100

NE = (D, L), vi =0, vo = 1. Minimax strategie hrae 2 je hrit R.
Nash Folk Theorem p¥ipousti hrani (U, L) = (6,6), oviem hra& 2
musi hrat R kdykoliv hrd¢ 1 uhne (a to je zna¢n& bolestivé).

V,'—V,'_7—6_1
V;—ﬁ_Y—O_

i =

Dalsi Folk Theoremy v rdmci projektd.
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Jak lidé hraji v opakovanych hrach

Podle laboratornich experimentd (Asu Ozdaglar):

» Lidé hraji v opakovanych véziiovych dilematech
kooperativnéji, neZ by se ocekavalo.

» Dokonce i u kone¢n& opakovanych hrach.

» Lidé jsou konfrontovani s matici zisk(, ale to neni jejich
veskery uZitek.

» Dalsi slozky uZitku prameni ze socialnich preferenci.
Typy socialnich preferenci lidi:

> Altruismus — maji uzitek z toho byt hodni na druhé.

» Férovost — maji uZitek z toho byt fair na druhé.

» Pomstichtivost — lidé radi trestaji ty, co vybodi z férovosti
nebo jinych socidlnich norem.
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Mame uzavfenu &3st definice her, hernich konceptl a ekvilibrii.

Ndsleduji aplikace a druhd strana THE:

» Mechanism design — teorie vefejné volby a aukce.
» Evoluéni teorie her.
> Rozbor rozsdhlého modelu z elektroenergetiky.

» Zavéretné opakovani (777).
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