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d: Kooperace a vyjednavani

A/B pFijmout | zamitnout
poctivé 10,10 0.0
vychytrale 100,1 0,0

> Zndme koncept nekooperativnich her.

» Co znamend kooperativnost? Jak souvisi s efektivitou vystupu
ze hry?

» Stabilita dohody (koalice, rozdéleni vysledku).
> NE je v8ude. Co bude dnes hracova strategie?

» Budeme se zabyvat kooperativnimi hrami s pfenositelnym
uZitkem (z hrage na hrace).
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Uvod: Kooperace a vyjednavani

A/B pFijmout | zamitnout
poctivé 10,10 0.0
vychytrale 100,1 0,0
Vysledky:
» Nedohoda, nekooperativni profil (vychytrale, pfijmout) —
Nash.

» Nedohoda, hrozba (X, zamitnout) — divéryhodna (?) hrozba.
» Dohoda, (poctiv&, p¥ijmout).
» Dohoda, (vychytrale, pfijmout) a extra dohoda o rozdé&len{
101 zisku.
Ze hry Ize ziskat az 101 zisku. Kolik oviem nabidnout pro A za
jeho spolupraci?
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Ptredpoklady pro kooperativni jednani

Zatim nerozliSujeme kooperativni herni teorii a teorii vyjedndvani.

> Kazda situace s moZnosti kooperace v sobé obsahuje
nekooperativni vysledek. Nekooperativni hry jsou zaklad
veskerych her.

» Individualni racionalita.

> Hraci v kooperativnim profilu musi ziskat vice nez v
nekooperativnim. Pozor na iracionalni altruismus.

> Musi existovat dlivéra ve vymahatelnost dohodnutého chovani.

> Pokud existuje hra¢, ktery ma vétsi p¥inos pro kooperativni
profil, musi mit ndrok na dodateéné p¥erozdéleni vysledku.

» Souvisi s tim formovani koalic hra&a.
> Koalice musi byt self-enforcing.

Budeme zkoumat predpoklady pro vyjedndvani, pfedpoklady pro
tvorbu koalic a spravedlivé prerozdéleni zisku v koalici (Shapley
value).
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Koncept prednasky

» Teorie vyjednavani.

» Nashovo ¥eeni (Nash Bargaining Solution).

P Teorie kooperativnich her s pfenositelnym uZitkem
(TU-games).

P> Koncepty feseni TU-games.

Vychazime z klasické nekooperativni hry. Pfedpokladejme, Ze
hra umoziiuje efektivnéjsi vysledek nez je nekooperativni
ekvilibrium. Stabilni vysledek (co Vé&ziiovo dilema?).

Peter/John | vypovidat | mi¢et
vypovidat | -10-10 | 0,-20
mléet -20,0 -1-1
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Schema vyjednavani (bargaining)

uB

Vyjednavaci
mnozina

__..___..___..___.....
(cA,cB)g

III
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Vyjednéavani (bargaining)

> Vyjednavani je pfirozeny lidsky zpisob, jak dosahnout
efektivnéjsiho vysledku nez je nekooperativni NE.
» Pokud hradi nenajdou dohodu, hraje se nekooperativni NE.
» Je evidentni, Ze pro vSechny hra¢e musi byt vyjednany profil
lepsi nez nekooperativni NE.
> Zkouma se pouze, zda-li vyjedndvani je mozZzné a ktery profil je
spravedlivé nejlepsi pro vSechny.
Vsichni hraci musi véfit, Ze pro né neni lepsi feseni nez
vyjednané. Pokud by ho vyZadovali, pak hra pfepne na
nekooperativni NE.
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Vyjednéavani (bargaining) — zakladni model

Zadani dlohy vyjedndvani pro dva hrite (p¥iklad):
> Jsou hradi A a B.

> Hracdi fesi idedlni rozdéleni X jednotek, tzn. takovou alokaci,
ze xp + xg < X.

» Z alokace x; ma hra¢ uzitek u;(x;).

» V pt¥ipadé nedohody dostanou hradi nekooperativni vysledek
hry ¢; (disagreement value).

» Hleddme takovou alokaci, Ze uj(x;) > ¢; pro viechny i

Zatim neformdln&: Nash dokazal, Ze dohody miiZe byt dosaZeno v
bodé&, ktery odpovida maximalizaci funkce:

g(xa,xg) = (ua(xa) — ca)(us(xs) — cg)

s omezenim

ua(xa) > ca A ug(xg) > ca

Martin Hruby Kooperativni hry a vyjednavani



MAINET

Peter (A) a John (B) si maji rozd&lit 100 USD. Pokud nenajdou
shodu, penize propadnou, tzn. ¢; = 0.

xa + xg < 100
UA(XA) = XA
XB = 100 — XA = UB(XB) =100 — XA
Re¥me hledani extrém:
g(xa,xg) = (ua(xa) — 0)(us(xg) — 0)
tzn.:
g(xa)" = [(xa)(100 — xa)]' = 0

xa = 50, pak xg = 50
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Vztah mezi ziskem a uZitkem

Podle vztahu k riziku rozliSujeme hrae (vztah zisk—uZitek, p¥iklady
uZitkovych funkci):

» Neutralni k riziku (Risk-neutral): u(x) = x.
» Citlivy k riziku (Risk-averse): u(x) = /x.
» Vyhleddvajici riziko (Risk-seeking): u(x) = x.
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P¥iklad s nesymetrickou funkci uzitku

Ptredpokladejme, Ze Peter je chudy a rozdélujeme 30 milioni CZK.
Lze otekavat, Ze bude ndchyln&jsi na riziko (risk-averse) nez John
(risk-neutral).

UZitek Petera ze ziskdni ua(xa) = /xa, ug(xg) = xs.

Pak:

[V/*a(30 = xa)]" =0

30—XA

21/XA
=>x4=10=xg=30—-10=20

Dohoda tedy bude [10,20] s uZitkem [3.16,20] pro hrace. Pro
Petera je zfejmé& dobré tajit své ohodnoceni pfipadného vysledku
(budeme zkoumat ddl v ramci mechanism design).

Jak by dohodla dopadla, kdyby byl Peter extrémné bohaty a na
vysledku mu nezélezelo?

— XAZO
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P¥iklad s nesymetrickou funkci uzitku

Peter je risk-averse a John je risk-seeking.
1600 , , ,

STE(x)#(30-x)#(30-x)
1400 |- 4
1200 |- / 4
1000 [ i
s00 |- | _
600 —/ 4
400 .

200 J- -
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Vyjedndvaci problém

» Je zaddn vyjedndvaci problém (vyjedndvaci mnoZina,
" disagreement value”).

> Klasicky ptedpoklddame, Ze vyjednavaci mnoZina je konvexni
a ohranicend.

» Hledame algoritmus pro vypolet akceptovatelné dohody.

v

Bargaining problem ma vice feSeni.
» Prvni pfedvedl John Nash. Stanovil axiomy, které by mélo
FeSeni napliiovat (axiomaticky pfistup).

Nasledovat bude Nash Bargaining Solution.
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Nashovy axiomy pro vyjedndvani

Vyjednavani by mélo byt zaloZeno na téchto principech:

P> Hraci maximalizuji své olekdvané uzitky.

» Vyjednavani je efektivni. Rozdéleni pIné vyuZivd zdroje a
zadny hra¢ nedostane méné nez je jeho nekooperativni
vysledek (disagreement value).

» Rozdéleni (vysledek vyjedndvani) zavisi pouze na preferencich
hracd a jejich nekooperativnich vysledcich.

» Independence of irrelevant alternatives.

Nash v "Nash, John (1950). The Bargaining Problem.
Econometrica 18 (2)" ukdzal, Ze pokud hra odpovidd nasledujicim
Ctyfem axiomlim, pak md "bargaining solution”, tzn. Ize najit
dohodu, kterd je vyhodna pro vechny.
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Formalizace Nashovych vyjednavacich axiomi

Definice:

» Q je mnoZina viech dosaZitelnych vysledki (ua, ug) jako
dlsledkd rozdéleni X - tzv. vyjedndvaci mnoZina.

» MnoZina Pareto-efektivnich alokaci je
Q¢ ={w € Qlua > caNglua) > cg}.

» Vyjedndvaci situace je par (2, c), kde ¢ = (ca, ).

> MnoZina v8ech vyjedndvacich her je ¥ a vyjednavaci Yeseni je
F : ¥ — R?. F; bude oznalovat uZitek hrace i.

> F(Q,c) je tedy pro nds oznaleni vyjedndvaciho FeSeni.

Vyjedndvaci ¥eSeni ma charakter ekvilibria, ale nelze ho povaZovat
za pojem totoZny s vnimanim nekooperativniho ekvilibria (NE).
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Axiom 1. Nezavislost na linearnich transformacich

uzitkovych funkci

Axiom
Necht u} = aju; + B a ¢/ = ajci + Bj, aj > 0. Q' je odvozeno od
Q. Pak Fi(Y,c") = a;iFi(Q,¢) + B proi € {A,B}.

Pfedpokladame tedy, Ze afinni transformace uZitkovych funkci a
nekooperativnich uZitkd neovlivni vyjedndvaci proces.

Vime, Ze dosdhneme ekvivalentni hry, kterd vykazuje stejné
strategické charakteristiky (dominance, BR, ekvilibria).
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Axiom 2. Pareto efektivita

Axiom
Je-li F(X) = (ua, ug), pak neexistuje jiny vysledek (U, ug) € Q
takovy, Ze u; > u; pro nékterého hrace i a soucasné& u; > u; pro

JF#I

Klasicka Pareto efektivita, tzn. pokud hraci dojdou dohody
(ua, ug), pak neexistuje jiné rozdéleni (bargaining solution), ve
kterém by alespoii jeden hraZ byl striktné lepsi a zbytek hraci
pfinejmensim stejné dobfi.

Pozn.: Vysledek (u)y, up) € Q takovy, Ze u) > u; pro n&kterého
hrace i a soulasné uJ’- < uj pro j # i nezkoumdme jako pfijatelny.
Pozn.: MnoZina Pareto efektivnich profili lezi v ohrani€eni
vyjedndvaci mnoZziny.
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Axiom 3. Symetrie

Axiom
PF¥ipustme ca = cg a pFedpoklidejme, Ze (ua, ug) € Q pravé tehdy
pokud (ug, ua) € Q. Pak Fa(2,c) = Fg(£2,c).

Maji-li hraci stejné vstupni podminky a jsou-li jejich uZitky
dostupné i jejich protivnikiim, pak musi dojit k rovnému rozdéleni
X.
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Axiom 4. Nezavislost na irelevantnich alternativach

Independence of Irrelevant Alternatives (obecny, velmi dileZity
ptedpoklad ve v8ech &astech THE, kde se olekdva zkoumanf
preferenci).

Axiom
Mé&jme dvé vyjedndvaci situace (2,c) a (2, c) takové, Ze Q' C Q
aF(Q,¢c) CQ. Pak F(2,¢c) = F(,¢).

Mame vyjedndvaci oblast Q a jeji ¥eSeni F(2, ¢). Pokud
zkoumame podmnozinu Q' C Q takovou, Ze fedeni F(2,c) € &/,
pak je F(,c) ¥esenim i pro Q.
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Nash bargaining solution

Theorem
Viyjedndvaci feseni F : ¥ — R? napliiuje axiomy 1-4 pravé tehdy
pokud je to Nashovo vyjedndvaci Feseni.

Nash, J. (1950). The Bargaining Problem. Econometrica 18 (2)
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Nash bargaining solution, diisledek

Theorem

Existuje pouze jedna funkce F : ¥ — R? modelujici Nashovo
vyjedndvaci FeSeni. Je definovana tak, Ze

F(Q7C) = (U:\, UE)

(up, up) = arg maxy, ug{
(ua —ca)(ug —cB) | (ua,ug) € QA ua > ca,ug > cg

}

Martin Hruby
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Vyjedndvani v nekooperativni hte

Mé&jme hru:

5174|110 S

11192 51 Ekvilibria: ((0,1), (3,0,3)),((0,1),(0,0,1)).
13 2)
2:2)

Minimalni otekdvany zisk: (3,1). Lze vyjednat (

v

(1,10)

N

(11

(7.4)

(3,1) (5,1)

u

N 0.
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Vyjedndvani v nekooperativni hte

g(u,v) = (u=3)(v-1)

Bereme jako nekooperativni vysledek (3,1) a vyjedndvaci oblast
danou p¥imkou v = —u + 11. Pak

g(u,—u+11) = (u — 3)(—u + 10)

(—u? 4+ 13u —30) =0
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Nash bargaining solution, zavér

» Existuje t¥ida problému, kterym se ¥ikd vyjedndvaci (jsou
zadany uZitkovymi funkcemi, nekooperativnim profilem a
vyjedndvaci mnoZinou).

» Nash (1950) formuloval axiomatickou teorii vyjedndvani a
ukdzal ¥eeni problému (Nash product), které odpovidd jeho
axiomdm a je unikatni.

P Existuji i jiné nazory a vyjedndvaci modely.

Dal3i podoby vyjedndvani (s jinymi pfedpoklady) jsou tématem
projektd.
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Kooperativni hry

» Tvorba koalic. P¥erozdélovani zisku.

v

Uvazujme hru N hracl, Q bude mnoZina hra&i.

» Koalice K C Q. Koali¢ni struktura je uskupeni koalic ve rdmci
hry.

P Protikoalici ke koalici K se rozumi mnozina hraci
K-=Q\K.

> MnoZina v8ech hraci se nazyva velkd koalice. Prazdna koalice

je opak.

» Je mozno vytvorit 2N koalic (pokud nebudeme uvaZovat
prdzdnou koalici, tak 2V — 1).
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Kooperativni hry

V &em spociva kooperativni hra?
» Hraci vnimaji nekooperativni situaci a jsou schopni vyhodnotit
silu jednotlivych koalic. P¥emysli, které koalice se ztastni.
> Hradi vnimaji, Ze situace od nich olekdva spolupraci hracd.
» Je tu jistd podobnost s vyjedndvanim (z dohody plyne lepsi
uZitek neZ ze samostatného jednani).
> V ramci koalice dale ptemysli, jak rozdélit spole¢ny zisk.

~

» Podil na zisku (disledek G&asti v koalici) musi byt v&tsi nez
nekooperativni zisk jednotlivce.

Hra¢i mohou komunikovat.
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Hra ve tvaru charakteristické funkce (von Neumann, 1928)

P¥edpokldddme TU-games (Transferable Utility — uZitek je vztaZen
na koalici a dal se d&lf mezi hrige).

Definition
Kooperativni TU hra ve tvaru charakteristické funkce je dana
mnozinou hraZd

Q=1{1,2..N}

a redlnou funkci

v:29 5 R
takovou, ze: v(()) = 0.
Charakteristickou funkci budeme oznadovat celou hru. Hodnoty
v(C Q) udévaji silu jednotlivych moZnych koalic.
Notace: G9 bude oznatovat viechny N-hratové TU hry.
Jednotlivé hry budou oznatovény v € G€.
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Hra ve tvaru charakteristické funkce (von Neumann, 1928)

Definition
Super-aditivita: Pro kazdé dvé disjunktni koalice K a L plati

v(KUL) > v(K)+ v(L)

Super-aditivitu budeme ob&as chtit ignorovat.
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Hra ve tvaru charakteristické funkce (von Neumann, 1928)

Cilem hrace neni utvofit koalici, ale zajistit si lepsi vysledek nez
je ten nekooperativni.

> Mé&jme zadani hry ve tvaru charakteristické funkce.
» Stdle pfedpokldaddme individualni racionalitu hraéa, t.].
snahu optimalizovat individualni zisk.

> v(K) je zisk koalice K. Je tfeba ho rozdé&lit hra¢im i € K v
koalici.

» Jak se koalice utvofi? Nekooperativni vysledek je rozdéleni do
jednoprvkovych koalic.

> Jak se hrdti v koalici dohodnou na rozdé&leni (TU) zisku v
ramci koalice?

» Jak vyjadfime individualni zisk?
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Nepodstatna hra (predpokladame super-aditivitu)

Definition
Hra ve tvaru charakteristické funkce se nazyva nepodstatnd, pokud

plati:
v(Q) =Y v({i})
i€eQ

Pokud hra neni nepodstatnd, pak se nazyvd podstatna.

Theorem
Necht K je libovolna koalice v nepodstatné hre, pak

v(K) =) _v({i})

ieK

Z3vér: v nepodstatné h¥e nema smysl tvofit koalice (neni zddna
p¥idana hodnota). Zadna synergie.

Martin Hruby Kooperativni hry a vyjednavani



Velka koalice

Velkd koalice je v. mnoha modelech ¥eseni ten velky cil, oviem...
Budeme oddélené zkoumat hry:
> kde je velkd koalice nejhodnotnégjsi koalici,
> kde velk3 koalice NENI nejhodnotn&jsi koalici (neplati
super-aditivita),
» kde uvaZujeme vznik velké koalice, ale p¥inos né&kterych hraci
do ni bude nulovy.
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Individualni zisk pro hrace

PY¥edstavme si kooperativni hru tfech hra¢t Q = {A,B,C} s
charakteristickou funkci:
v(0) =0,v({A}) = v({B}) = v({C}) =1
v({A,B} =v({A,C}) =v({B,C}) =5,v(Q) = 100
Situace zfejmé& vede na velkou koalici. Jaké bude rozloZeni ziski

pro jednotlivé hrace?

Jaké bude v situaci, kdy v({C}) = 507
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Individualni zisk pro hrace

Pro vyjadreni rozd&leni zisku si zavedeme vektory a € RN (tak
zvané vyplatni vektory). Pod zapisem a(S), kde S C Q budeme
rozumét

a(s) = Z aj
ieS
Lze tusit, Ze pracujeme se spojitymi tlohami. Mohutnost prostoru
pro vyjednavani o rozdéleni individudlniho zisku bude potencidlné

nekonetnd. Budeme pracovat s prostorem vyplatnich vektord
X**(v) takovych, Ze

X**(v) = {a e R|a(Q) < v(Q)}

MnoZina dosaZitelnych (feasible) uZitka.
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Individualni zisk pro hrace

V X**(v) existuji takové vyplatni vektory a, Ze a(Q) < v(Q), coz
znamend, Ze by velkd koalice tratila rozdil mezi v(Q) a a(@Q), nebot

a:v(Q)—Za,->O
ieQ
Prostor dosaZitelnych zisk( proto omezime zdola na prostor
efektivnich ziskii:

X(v) ={ae X7 (v)[a(Q) = v(Q)}

Pracujeme pouze s hrami, kde S C Q : v(S) > v(Q).
Superaditivita.
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Individualni zisk pro hrace

Zajima nds predevsim individualni racionalita jedince.

Definition
Vyplatni vektor a € X*(v) je individudlné raciondlni, pokud pro
vdechny i € Q plati, Ze:

ai > v({i})

Dostdvame se k definici pojmu imputace.
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Definition
Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s mnoZinou hra&i

Q={1,2,...N}

N-tice a redlnych Cisel se nazyva imputace, pokud jsou splnény
podminky:

» IndividudIni racionalita: a; > v({i}); Vi € Q.

> Kolektivni racionalita: » ;.o ai = v(Q).

Imputace je pterozdéleni zisku koalice mezi jeji Eleny.

Pro chapani imputace je dilezité poznani, Ze suma ohodnoceni
vzniklych koalic (rozklad hra¢i) je obecn& méné nez v(Q).
Imputace ovdem pldnuje prerozdélit v(Q) zisku. Tzn., nékteré
koalice mohou dostat vice neZ je jejich hodnocen.
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Prostor vech imputaci hry v € G? budeme oznatovat X(v). Je
z¥ejmé, ze X(v) bude prazdny pouze tehdy, pokud

v(Q) < > icov({i}). Déle bude bude X(v) jednoprvkovy v
nepodstatné h¥e (aditivni hfe).

Theorem

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Je-li v
nepodstatnd, pak ma pravé jednu imputaci, a to

a=(v({1}),v({2}), ., v({N}))

Je-li v podstatna, pak ma nekonec¢né mnoho imputaci.
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Preference nad imputacemi

Definition

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce, K je koalice a a, b
jsou imputace. Rekneme, %e a dominuje nad b pro koalici K,
pokud:

> a; > b; pro vSechny i € K
> Yiex ai < v(K)

Imputace musi byt jaksi shora omezend (> ai < v(K)). Pokud
hra¢i pijdou do K, pak nedostanou dohromady vice nez v(K).

Preferenci budeme znadit a =k b.
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Koncepty FeSeni v TU hrach

Solution concepts. Zajima nas predikce raciondIniho chovani hraca.
V TU kooperativnich hrach je to i forma vymezeni spravedlivého
rozdéleni zisku.

» Jadro hry (the core).
» Shapleyho hodnota.
» Dalsi typy hodnot.
» Nukleolus.

Z ptedpokladu superaditivity je velkd koalice nejefektivn&jsi
provedeni hry. Pak nds zajima distribuce zisk.
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Jadro hry (The Core)

Definice
Jadro C(v) hry v € GQ je tvoFeno mnoZinou imputaci

C(v) = {a € X(v)|Za,- > v(S); vSe2? \@}

ieS

Je to takovd mnoZina imputaci, Ze kazdd p¥ipadnd koalice S obdrzi
alespofi v(S), tzn. mize obdrzet vic. Nemluvi se zde o formovani
koalic. Srovnejme lib. S # Q a Q.

Pokud je jadro prazdné, neexistuje stabilni kooperativni Feseni,
které by ustanovilo velkou koalici.

Martin Hruby Kooperativni hry a vyjednavani



Jadro hry (P¥iklad)

Hrai A, B, C. Individaing v({i}) = 1 v(Q) = 90.

Dvojice AB = 50, AC = 20, BC = 10

Imputace a = (20,20, 50), b = (25,25,40), ¢ = (30, 30,30) ...
Hraci A a B budou vyZadovat pro sebe v sumé alespoii 50. P¥i a
nebudou tvofit Q, protoZe p¥i rozdéleni koalic (AB, C) dosahuji

minimaln& v(AB) = 50.

b>ap a
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Jadro hry (The Core)

Hry se super-aditivitou:

» P¥idanim jedince do koalice se nezhor$i hodnota koalice.
Velka koalice.

» Imputace — neprdzdnda mnoZina.
P> Jadro — je neprazdné.
Hry bez super-aditivity:
P P¥idanim jedince do koalice se zhorsi hodnota koalice. Velkd
koalice nema smysl.

» Imputace — (potencidln&) prazdnd mnoZzina. Nenf jiz kolektivni
racionalita. Koali¢ni racionalita.

> Jadro — je prazdné.
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Jadro hry (The Core)

» Imputace vyjadfuje herni profil.

» Pokud pro né&jaky profil b najdeme profil a, Ze vSichni hradi
koalice K preferuji a nad b, tak je jasné, Ze neutvofi koalici K
s rozdélenim zisku b, ale a.

» Podobné, jako v nekooperativnich hrach, budeme hledat
takovou podmnoZinu feseni, Ze kazdé ¥eSeni z podmnoZiny je
stabilni.

Definition

Nechf v € G? je hra ve tvaru charakteristické funkce. Jadro hry v
je tvoreno v8emi imputacemi, které nejsou dominovdny zddnou
jinou imputaci pro jakoukoliv koalici.

Je-li tedy vektor a v jadru hry v, pak Zadna koalice ve hfe nema
tendenci koalici zrusit a nahradit vektor a jinym vektorem.
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P¥iklad bez velké koalice

va=vg=vc=1

VAB = 10
vac =vec =1
vagc =5

Ztejm& povede na koalici AB s vektorem (5,5,1). Pokud by n&kdo
z AB narusil stabilitu, miZe vést na vyjedndvani s C a napt.
(5,1,2) nebo (1,5,2).

Nebo dokonce (1,5.5,1.5)
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Co je jadro hry?

Utast hrage v koalici je jeho forma volby strategie. Hra¢ hleda
takovou koalici, kterd mu spole¢né s dohodou o rozdéleni zisku
pfinese optimalni uZitek.

KaZdy hrd& vi, Ze kazda imputace a € C(v) mu p¥ifazuji optimalni
zisky.

Mit neprdzdné jadro je vlastnost hry pro ustanovitelnost velké

N 14

koalice (pokud velkd koalice vede k nejefektivn&jsimu YeZeni hry).

Logicky, pokud existuje koalice S C Q, Ze v(S) > v(Q), pak jadro
neexistuje.
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MAINET

Uvazujme t¥ihrd¢ovou hru.

profil | vyplata
(1,1,1) | (-2,1,2)
(1,1,2) | (1,1,-1)
(1,2,1) | (0,-1,2)
(1,2,2) | (-1,2,0)
(2,1,1) | (1,-1,1)
(2,1,2) | (0,0,1)
(2,2,1) | (1,0,0)
(2,2,2) | (1,2,-2)

Q@ ={1,2,3}. Koalice jsou

0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {13}, {2,3}, {1,2,3}.

Prozkoumdme situaci koalice K = {1,3} (versus {2}). Koalice K
ma strategie (1,1),(1,2), (2,1), (2,2). Protikoalice ma ryzi
strategie 1 a 2.
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P¥iklad p¥i koalici K = {1, 3}

Hradi 1 a 3 tvofi koalici proti hraci 2. Jejich zisk se tudiz scita.
Strategie 1 2
(1,1) (0,1) | (2,-1)
(0,1

(12) 12)
2D | 1)
22)

(

(

(1,0)
(1,0) | (-1,2)
Hra m4 unikdtnif MNE = ((3,0,3,0),(3,3)), p¥i kterém dosahuji
otekdvaného uitku (3, —1).

Plyne z toho, Ze v({1,3}) = %, ({2}) Podobne obdrZime:
V({1,21) = 1, v({3) = 0, v({2.3}) = 2. v{{1) =

v({1,2,3}) =1, v(0) = 0.

Funkce v je charakteristickou funkcf (overte) Existuje imputace a
takovd, Ze ay + ax + a3 =1,a; 2 ,a» > —z,a3 > 0 a jev jadve
hry?

wII\J
Il—l

Aw
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P¥iklad, vypocet jadra hry

Existuji a1, a2, a3, aby bylo spln&no (neotekdvdme jedno ¥edeni,
nybrz mnoZinu):

aitat+a3=1
3121/4
322—1/3
3320
ai+a>1
31—1—3324/3
a+az>3/4

Redeni neexistuje, protoze a; + a» = 1 implikuje a3z = 0, tzn.
nesoulad s a; + a3 > 4/3. Jadro hry je tudiz prazdné.

H = (0.61,0.03,0.36).
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P¥iklad Il., vypocet jadra hry

K {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}
v(K) 2 0 2 4 0 1
Soustava pro vypoclet jadra generovand z této charakterlstlcke

funkce m3 nekone¢n& mnoho ¥edeni, nap¥. (1/3,1/3,1/3).

Vechny imputace z jadra umoZiiuji sestavit koalice a hrat
kooperativné. Potfebujeme dalsi zjemnéni tohoto " solution
concept”.

= (3/24,15/24,6,/24) = (0.125,0.625,0.25)
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Shapley value

N 14

Nejvyznamné&jsi koncept kooperativnich her.
» Cilem je modelovat p¥inos hrate i € K pro koalici K.
» SlouZi pro p¥erozd&lovani zisku koalice. Hra& se zd&astni
koalice p¥i imputaci, kterd mu pfinese jeho "spravedlivy” podil.
» Obecné: zkoumame vliv neicasti hrace v koalici
o(i, K) = v(K) = v(K\{i})

Koalice K\ {i} ma k — 1 ¢lent a lze vytvofit

N-1\  (N—1)
<k—1> ~ (k=N —k)!

zplsoby. Zkoumame st¥edni hodnotu pFfinosu hraée i do vsech
mozZnych k-&lennych koalic.
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Shapley value

P¥inos hrace i do v8ech k-&lennych koalic:

= S MK

KCQ,k=|K|,ieK (,I\<I—11)

-y R ) vk )

KCQ,k=|K|,ieK 1)!

Pro viechny mozné koalice to je:

N . J— J—
=y M0 oy WD DN ey vk i)
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Shapley value

Definition
Mé&jme hru N hra&i danou charakteristickou funkci v. Shapleyho
vektor této hry je definovan jako vektor

H = (Hy, Ha, ..., Hy)

jehoz kazda i-td slozka H; je vypoctena pfedchozim vztahem.
SloZka H; se nazyva Shapleyho hodnota pro hrace i.

Z definice Shapleyho hodnoty je patrné, Ze vidy existuje.
Theorem
Shapleyho vektor zadané hry je imputaci ve h¥e.

Dikaz (ové&feni individudlni a kolektivni racionality) jako domaci
cvicen.
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MAINET

K {1} {2} | {3} [ {1.2} | {1.3} | {2,3} | {1.2,3} | v(0)
v(K)|100 | 10 | 0 | 150 | 110 | 20 200 0

hi(1) = 100 ha(1) = 10 h3(1) =0
h1(2) — 140-5110 h2(2) — 50-520 h3(2) — 10—510
hi(3) = 180 ha(3) = 90 h3(3) = 50

Hrac 1 se mize zapojit do dvou dvouélennych koalic
({1,2},{1,3}). Dle Shapleyho je jeho p¥inos pro dvoulenné
koalice ddn

VL3~ v(31)+5 (V({1,2))-v({2})) = 5 (110-0)+ 5 (150-10)

Celkem tedy H; = w =135, H, = 45, H3 = 20.
Shapleyho vektor pro zadanou hru je H = (135,45, 20).
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Vlastnosti Shapleyho hodnoty

v

IndividudIni racionalita: H; > v({i}) pro viechny i € Q.
Efektivita ) ;.o Hi = v(Q).

Symetrie: pro kazdé dva hrace i,j € Q, pro které plati
v(KU{i}) = v(KU{j}) pro viechny K C Q,i ¢ K,j ¢ K, je
H; = H;.

Aditivita: pokud kombinujeme dv& hry v a w stejné struktury,
pak plati, Ze H;(v) + Hi(w) = Hi(v + w).

Nulovy hra€ nebere nic: pokud existuje hrac i takovy, Ze
v(KU{i}) =v(K),YK C Q,i ¢ K, pak je H; = 0.

Martin Hruby Kooperativni hry a vyjednavani



P¥iklad: $éf a zaméstnanci

>

(K=

Pfedpokladejme situaci $éfa o a zaméstancl wy, wa, ..., Wy.
Q= {o,wi,wy, ..., wy}.

Re¥i se projekt, ktery ztroskotd bez tasti ¥éfa, tzn.
v(K)=0,VK C Q,0 ¢ K.

KaZdy zaméstnanec ma pfinos p do koalice, tzn.

v(K) = (|K| - 1)p,YK C Q,0 € K

(IK\El)ﬁ

p

Shapley value 3éfa je , zam&stnance 5.

L2 K~ 1] B =K~ 1] p

2
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P¥iklad: Stavba mostu

4 firmy zvazuji postavit most. Cena mostu je 20 miliéng.
Jednotlivé firmy jsou ochotny zaplatit maximalné u; = 10, up, = 8,
uz = 12, ug = 16 miliénid. Které firmy se dohodnou na stavbé
mostu a kolik kazdd zaplati? Firmy utvofi ak¥ni koalici (pro stavbu
mostu) pouze za ptedpokladu, Ze se dohodnou na platbg.

Pozn.: Podobné llohy ¥esi mechanism design v situacich, kdy
cht&ji hradi svoje ocenéni u; tajit. Je pak tfeba nastavit pravidla,
aby to v rdmci raciondlniho chovani dobrovolné ptiznali.
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P¥iklad: Stavba mostu

U1:10,U2:8,U3:12,U4:16

Hra je dana charakteristickou funkci

v(K) = max [Z uj — C,O]

ieK

Char. funkce vyjadfuje zisk koalice. v({i}) =0; Vi € Q. Celek
v(Q) = 26.
Shapley values: H = (5.667,4.333,6.667,9.333).

Platba hrati: p; = u; — Hj, tzn. (1,12, 10 20)
Celkem £} + 4 + 22 4+ 20 — 20,
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Nucleolus (Shmeidler, 1969)

Definition
Necht v je charakteristickd funkce s N hra&i, a je dana imputace a
K je koalice. Cislo

e(K,a) = v(K) — Za,-
ieK
se nazyvd exces koalice K vzhledem k imputaci a (kolik musi
koalice zanechat nerozd&leno p¥i imputaci a).

Diéle oznaéme symbolem e(a) vektor o délce 2|9 — 1 odpovidajici
excesiim viech moznych koalic. Sefadme prvky e(a) sestupné
podle velikosti a ozna&me tuto posloupnost symbolem f(a).

KaZdé imputaci a se tak p¥ifadi f(a). Pracujeme s mnoZinou
{f(a)|a je imputace}. Definujme na této mnozin& lexikografické
uspofddani <(jey).

Martin Hruby Kooperativni hry a vyjednavani



Nucleolus, predpoklady

true p1=p2= ()
S(lex) (P1,P2) = { <(iex) (tail(p1), tail(p2)) head(p1) < head(p2)
false otherwise

Rekneme, Ye imputace b je pFijateln&jsi (vzbuzuje mén& namitek)
neZ imputace a, pokud f(b) <(jex) f(a).

Znamen3 to, Ze imputace b ve viech myslitelnych koalicich vede k
lepsimu rozloZeni zisku.
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Nucleolus, definice

Definition
Nucleolem hry je takova imputace b, pro kterou plati:

f(b) S(Iex) f(a)

pro viechny imputace a.

Vidime, Ze nukleolus je forma globéaIniho optima ve h¥e (stabilni
bod).
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MAINET

K {1} [ {2} [ {3} | {1.2} | {1.3} | {23} | {1,2,3}
v(iK) | =1 | -1] -1 1 1 1 0
K vypoctu nucleolu pfistoupime analyticky, budeme proto
vyjadfovat vektory e(a) analyticky:

—(a1 + a2+ a3)
1-— dal — ar
1-— d; — as
1-— dp — as
—(1+31)
—(1+32)
—(1+a3)

Protoze v(Q) = 0, je prvni slozka rovna nule. P¥ijatelné je cokoliv,
kde a; > —1. Nukleolus je (0,0, 0).
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MAINET

M&jme hru s char. funkei: v(Q) =1,v({1}) = %, v({2}) =0.

Imputace:

1 1
3125,3220,314—32:1 ale<§,1>,a2:1—al

Jadro (core):

1 1
3125,3220,314-32:1 31€<§,1>,32:1—31

Shapley value: Hy =3 (3+1) =2, Ho=1(0+3)=13
= a1 = 332:Z

Martin Hruby Kooperativni hry a vyjednavani



P¥iklad, nucleolus

P¥ipominame:
e(K,a) = v(K) — Za,-
iekK
Pak

e({1},a) = 5 — a1, e({2},a) =0 — a,e({1,2},a) =1 —a; —a, =0
e(a) = ( a, é al,O) = (—32, a — %,0)
f(a) = (0, —a @ - 2)(:>O<a2< 1
f(a)=(0,a— 3,—a) & <a < 1

Pokud ddme a» = 0, pak je exces (0,0, —%) Pokud ddme a; = 3

pak je exces (0, —%,—7). Vidime, e
11 1

(0. =2, —3) <(ex) (0,0,—3).

Co dat a, = 17

Nejprijateln&jsi exces je pFi ap = % = a1 =

—~

Hlw

Martin Hruby Kooperativni hry a vyjednavani



P¥iklad, Nashovské vyjednavani

1
g(a1, a2) = <31 - 5) a = (al - §> (1—a1)
3 1
= a1 —al — 5 = h(a)

3
h/(a]_) =0=a; = Z

FNg -

,d2 =

Martin Hruby
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P¥iklad, z historie

P¥ipad u soudu: Dva drZi jeden kus odévu. Jeden vola: "cely je
muj", druhy vola: "m3a je polovina”. Potom prvni dostane tfi
¢tvrtiny a druhy jednu Etvrtinu. Talmud

Rabi Rasi (1105) komentuje ¥eSeni: druhy p¥iznava prvnimu
polovinu, ta je tedy jasna. Zbyva rozdélit tu druhou polovinu
rovnym dilem.
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Dalsi modely vyjednavani.

Dikaz Nash bargaining solution.
Shapley-Shubikiv index a dal&i indexy.
Stable-sets (von Neumann, Morgenstern).

Formalizace vypoctu nucleolu.

vVvVvYvyVvyVvyy

Case-study.
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Pristé

Opakované hry:

>
>
>

forma her v rozsitené formé& (sekven&ni),
vliv opakovani na chovani hraci,

skutené to vede ke spolupraci (tzn. k efektivn&jgimu vysledku
konfliktu)?

Dal¥f kapitoly THE:

>
>
>

Mechanism design — jak to udélat, aby se lidi chovali spravné?
Aukce — jak to udélat, aby zaplatili co nejvic?

Public choice — jak nastavit pravidla voleb, abychom dosahli
objektivnosti?

Korelované ekvilibrium — existuje obecné&jsi koncept nez MNE?
Evoluce — je vysledkem strategickych konflikt(i?

Rozbor modelu energetickych trhl ve stfedni Evropé — jak
modelovat redlny sloZity problém?
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