
VSL Demonstrační cvičení 5
ZS 2005

Ing. Zbyněk Křivka

krivka@fit.vutbr.cz
Konzultace: Po 11-12h, místnost C48



Poslední možnost odevzdat

Poslední možnost 
odevzdat vypracovanou 

domácí úlohu 
na tento týden !!!

krivka@fit.vutbr.cz

Konzultace: Po 11-12h, místnost C48



Příklad 5.1 - Zadání

a) Popište definici jazyka LSAT vlastními slovy.

b) K logické formuli (v1 ∨ ¬v2 ∨ v3) ∧ (v1 ∨ v2 ∨ ¬v3) 
∧ (¬v1 ∨ ¬v2 ∨ ¬v3) sestrojte její reprezentaci v 
SAT problému. Uveďte podmínky, kdy tato věta 
patří do LSAT a rozhodněte, zda patří.

c) Uveďte další příklad splnitelné a nesplnitelné
logické formule.

d) Neformálně zdůvodněte, proč je tento problém v 
třídě NP.



Příklad 5.1a - Řešení

LSAT = {w | w reprezentuje do řetězce zakódovanou 
booleovskou logickou formuli v konjunktivní normální
form ě s k proměnnými, která je splnitelná }

Konjunktivní NF: (klauzule1) ∧ (klauzule2) ∧ …,
kde klauzule jsou tvaru term1 ∨ term2 ∨ …,
a kde term je buď samotná proměnná vi nebo její negace 
¬vi.

Kódování ρ: ΣKNF → ΣLSAT:
• termy: ρ(vi) ≡ 0i-1p0k-i, ρ(¬vi) ≡ 0i-1n0k-i

• klauzule: ρ(term1 ∨ term2 ∨ …) ≡ ρ(term1)/ρ(term2)/…
• formule: ρ(klauzule1 ∧ klauzule2 ∧ …) ≡

(ρ(klauzule1))(ρ(klauzule2))…



Příklad 5.1b - Řešení

Protože všechny klauzule formule jsou splnitelné alespoň
pro jednu valuaci proměnných v1, v2, v3, tak věta 
(p00/0n0/00p)(p00/0p0/00n)(n00/0n0/00n) ∈ LSAT.

0111   1    1

1111   1    0

1111   0    1

1111   0    0

1110   1    1

1010   1    0

1100   0    1

1110   0    0

¬v1 ∨ ¬v2 ∨ ¬v3v1 ∨ ¬v2 ∨ v3v1 ∨ v2 ∨ ¬v3v1 v2 v3



Příklad 5.1c - Řešení

Příklady:
Splnitelné logické formule (SAT-reprezentace): 

– (p00/0p0/00p)
– (p00)(0n0)

Nesplnitelné :
– (p)(n)

– (p0/0p)(p0/0n)(n0/0p)(n0/0n)



Příklad 5.1d - Řešení

1. Není znám algoritmus, který by nacházel řešení v 
polynomiálním čase na deterministickém TS.

2. Na deterministickém TS je v nejhorším nutné projít 
všechny možné valuace proměnných: 
časová složitost Θ(2n), kde n je velikost množiny 
proměnných.

3. Na nedeterministickém stroji lze nedeterministicky zvolit 
právě tu správnou valuaci a kontrolu správnosti této 
valuace se provede v polynomiálním čase, tedy 
SAT∈NP.

Zajímavost: 3-SAT je NP-úplný problém, ale pro 2-SAT již existuje algoritmus 
s lineární složitostí. (http://en.wikipedia.org/wiki/2-satisfiability)



Příklad 5.2 - Zadání

a) Popište tři vybrané NP-úplné problémy
(kromě SAT problému).

• Karp's 21 NP-complete problems, Wikipedia, the free encyclopedia,    
http://en.wikipedia.org/wiki/Karp%27s_21_NP-complete_problems

• List of NP-complete problems, Wikipedia, the free encyclopedia, 
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_NP-complete_problems



Příklad 5.2 – Řešení 1/4
Hamiltonovská cesta neorientovaným grafem 

(Hamiltonian path):
Existuje cesta neorientovaným grafem taková, že 

prochází každým vrcholem právě jednou?

Hamiltonovská kružnice neorientovaným grafem 
(Hamiltonian cycle):

Existuje kružnice v neorientovaném grafu taková, že 
prochází každým vrcholem právě jednou?



Příklad 5.2 – Řešení 2/4

Klika grafu:
Je množina sousedních vrcholů grafu (indukovaný 

podgraf), která tvoří kompletní graf tj. každý vrchol 
sousedí s každým vrcholem.

Problém:
Obsahuje graf kliku o velikosti nejméně k?



Příklad 5.2 – Řešení 3/4

Barvení graf ů (Graph coloring problem):
Jak obarvit vrcholy grafu (neorientovaného), aby 

žádné dva sousední vrcholy neměly stejnou barvu.

Problém: Existuje pro zadaný graf obarvení vrcholů
pomocí k a méně různých barev?

Pro uvedený příklad nemůže být k < 3.

Aplikace problému v tvorbě rozvrhů, 
přidělování registrů, přidělování frekvencí v 
mobilní komunikaci a pattern matching.



Příklad 5.2 – Řešení 4/4

Knapsack decision problem:
Mějme batoh s max. nosností M. Dále mějme n věcí

s hmotností mi a cenou ci, 1 ≤ i ≤ n.
Problém : Lze do batohu nabalit věci s úhrnnou 

cennou větší nebo rovnou C bez překročení
nosnosti M?

Další varianty problému, některé jen NP.
V případě vhodného rozdělení vah mi je problém 

lineární.

Zajímavost: Některé podproblémy ve hře Tetris jsou také NP-úplné pro 
velikost hracího pole n.



Příklad 5.3 - Zadání

a) Platí, že 2n∈Ω(n!)?
b) Jsou funkce n! a nk polynomiálně vázané, 
když k je libovolná kladná konstanta?

a) 2n ∉ Ω(n!) = {g(n) | g(n): N→N, existuje kladná konstanta 
c a n0, že 0 ≤ c.n! ≤ g(n) pro všechna n ≥ n0}. c.n! ≤ 2n?
n= 0 1 2 3 4 5 6 …
2n= 1 2 4 8 16 32 64 …
n!= 1 1 2 6 24 120 720 …



Příklad 5.3a - Řešení

• 2n ∉ Ω(n!), protože nelze najít nenulovou konstantu c, aby 
platilo, že 0 ≤ c.n! ≤ 2n.

• graf nalevo: porovnání funkcí v semilogaritmickém měřítku
• graf napravo: demonstrace, že konstanta c se nutně blíží 0

2^n vs n!
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Příklad 5.3b - Řešení

Jsou f1 = n! a f2 = nk polynomiálně vázané?
• Nelze najít polynom q(f2, řádu l), abychom pro f2 = nk

dostali polynom řádu l*k, který bude pro všechna 
n ≥ n0 dávat větší výsledky než funkce n!.

• Pro každé konečné l*k (konstantní) existuje konstanta n‘, 
že bude bude platit: n! > nl*k pro všechna n ≥ n‘.

• Tedy „řád“ n! se zvyšuje spolu s n, ale mocnina nl*k bude 
mít řád vždy konstantní a od dostatečně vysokého n již
nebude ani záležet na konstantních koeficientech  
polynomu q(f2, řádu l*k).



Příklad 5.BONUS - Zadání

Ukažte, že každý algoritmus, který lze provést na 
dvoupáskovém deterministickém Turingově stroji s 
časovou složitostí O(f(n)), lze na jednopáskovém
Turingově stroji provést nejhůře s časovou 
složitostí O(f2(n)).

Princip:
• Časová složitost simulace dvoupáskového TS na 

jednopáskovém
• Poznámka: O(f2(n)) je asymptotické horní ohraničení

složitosti, takže ve speciálních případech může být výpočet 
na jednopáskovém TS i podstatně rychlejší.



Příklad 5.BONUS - Řešení

Princip simulace:
• počet neblankových symbolů na obou páskách je n
• obsah obou pásek na jednu – za sebe (oddělovač)
• maximální délka pásky během výpočtu = f(n)
• každá manipulace (čtení, posun, zápis) s páskou (náklady 

na simulaci „dvoupáskovosti“) – max. f(n) kroků
• původní počet kroků f(n) v dvoupáskovém TS
• nejhůře v každém kroku manipuluji s páskou –

– složitost f(n)*f(n) = f 2(n) resp. f(f(n)) ≈ f 2(n)

Inspirace například na jednoduchém příkladě přijímání
palindromů na 1-páskovém a 2-páskovém TS.



Dotazy?

Děkuji za pozornost!

Nashledanou!


