0. Co JE TO TOPOLOGIE?

matematicka disciplina, studujici prostorové vlastnosti mnozin

Mnozina nema vnitrni strukturu.

Topologie ,,vaze” prvky mnoziny dohromady.

Typeset by ApS-TEX



1. HISTORICKE POZNAMKY

Pocatky topologie ... hluboko do historie.
1736 Euler ... problém mosta v Kralovci, vzdalenost irelevantni.
1752

v—e—+ f =2,
(konvexni polyedr, véta o mapéch).

1813 Antoine-Jean Lhuilier, neplati pro téléso s dirami, plati
v—e+ f—2h =2,

= historicky prvni topologicky invariant.

1817 Bolzano spojil pojem konvergence s libovolnou ohranic¢enou
mnozinou realnych cisel.

1847 Johann Benedict Listing poprvé slovo topologie v praci
Vorstudien zur Topologie.

1857 Riemann ... pojem Riemannovské plochy.

1865 Mobius ... konstrukce M. pasky. Nelze ji pokryt souhlasné
orientovanymi trojuhelniky.

1872 Cantor ... pojem mnoziny limitnich bodt, pojmy oteviené
a uzavrené mnoziny v Fukleidové prostoru.

1877 Wierstrass ... rigorézni diikaz Bolzano-Wierstarssovy véty
(Ohranicenad nekonecnd mnozina readlnych cisel ma hromadny
bod) a zavedl pojem okoli bodu.

1895 Poincaré ... pojem homologie a homotopie.

1906 Fréchet ... pojem kompaktniho metrického prostoru. Ote-
viené a uzaviené mnoziny i pro metrické prostory.

1909 Riesz ... prvni axiomaticky systém, definujici topologii,
zalozeny na mnozinach limitnich bodi.

1914 Hausdorff ... topologii pomoci systému ctyr axiomi, zna-
mych jako axiomy okoli.



2. TOPOLOGIE V NEKOLIKA PRIBLIZENICH

I[. Gumova geometrie: Bez vzdalenosti a uhli, spojité deformace

nemeéni nékteré vlastnosti ... topologické invarianty. Salek ¢aje
= kobliha.
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II. Vlastnosti hranic: Trhani v gumové geometrii — nové hra-

nice. Hrani¢ni body mnoziny, otevienost a uzavienost.

oteviena uzaviena ??77?



ITI. Abstraktni topologicky prostor. Zapomeneme na geometrii.
Specifikujeme oteviené mnoziny. = C 2% je topologie na X,
jestlize:

(T1) 9,X €T,

(T2) UserViel = U, Ui €,

(T3) U,Ver=UnVer.

Uzaviené mnoziny = doplinky otevienych mnozin. Uzavér cl A
mnoziny A ... nejmensi uzaviend mnozina, obsahujici A.

Jiné moznosti: axiomatizace uzavienych mnozin, uzavérové ope-
race (Kuratowski), vnitikové operace, konvergence siti nebo fil-
tra.

Axiémy T1-T3 jsou velmi obecné a pokryvaji mnohem vice moz-
nosti, nez ,gumovou geometrii”. Proto i dalsi axiémy.

Hausdorffiiv prostor:

dva ruzné body

dvé disjunktni okoli

Napr. metricky prostor je Hausdorffuv.
V informatice: Topologie ... k popisu priblizného stavu infor-

mace.
a ... aproximace informace 1,

U >a ... body blizké a,

r ... zpresnéni informace 1 = r € U.

— a a r nemaji disjunktni okoli.



IV. Lokalickd teorie. Zapomeneme na body. Abstraktni oteviené
mnoziny, abstraktni U a N. Body mohou byt nékdy zrekonstru-
ovany.

Svaz (A, V,A) nazveme frame, jestlize:
(F1) BC A=\ BecA,
(F2) C C A kone¢nd = \C € A,
(F3) e A A Y CA=zAVY =V{zAylyeY}.
false :=\/ @ =1, true:=A\g=T.
A ... frame, X ... mnozina, EFC X x A
r =a <& (r,a) €EF, ¢teme ,x spliiuje a”
Necht plati (,,logika kone¢nych pozorovani”):
(TS1) BC A, pak (x =\ B) & (x =0 pro néjaké b € B).
(TS2) C C A konecné, pak = (z = \NC) & (z = c Ve e O).
Pak (X, A, =) je topologicky systém.
V TS ... ruzné ,oteviené mnoziny” (opens) ... stejné body.
Jinak je TS spatial - ,,prostorovy”, tj. TP.

Priklad 1.

X ... mnozina programi,
A ... frame moznych vysledki,
x = a ... program x dava vysledek a.

konkrétnéji:

Zz ={0,1},

75 ={A,0,1,00,01,10,11,000,001,...}, kde p < r &

dg € Z5 : v = pq.

A={ala CZj,a=1a}l,

(A,U,N) je frame (Alexandrovova topologie na Z3).

x = a < 3 tetézce p € Z5, q € Z3°, ze x generuje pq a p € a.




program X;
begin
while true do begin

output O;
output 1;
end;
end;
Pak napf. x = 1 {010}, = = 1 {0101} a = = T {1101}.
X ... maélo prvku (programt) = 3 abstraktni oteviené mnoziny

se stejnymi prvky. [

Morfismy topologickych systémi:

(X,A,F), (Y,B,E) ... TS,

f: X —=Y ... zobrazeni, g: B — A ... homomorfismus,
Necht z F g(b) & f(x) EbVz € X,b € B.

Pak (f,g) se nazyva spojité zobrazeni (X, A,F) — (Y, B, E).
2 = {false, true} ... frame Serpinského,

A ... frame, X = {f|f: A — 2 je framovy homomorfismus},
z = a < x(a) = true.

(X, A, =) je tzv. lokdl. Obecnéji, TS se nazyva lokalicky, je-li
homeomorfni lokalu. Lokalicky TS je urcen jednoznacné svym
framem abstraktnich otevrenych mnozin.

Lokalifikace:

D=(XAFE)... TS,
Loc D ... lokal urc¢eny framem A.




f: D — FE spojité, E lokal:

DHPLOCD

-

E

Kdy je topologicky prostor lokalicky?
< je sober (strizlivy)

Hofmann-Mislovova véta:

Scottové otevrené filtry «—— kompaktni saturované mnoziny



3. DIGITALNI TOPOLOGIE

Na rozhrani topologie, geometrie a diskrétni matematiky.
Z™ ... digitalni n-rozmérny prostor
Topologizace: Khalimského topologie a jeji modifikace.

K=2,1=1{.{1},{1,2,3},{3},{3,4,5}, {5},...}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

K?, topologie sou¢inu:



Digitalni obraz ... S C Z2.
Které body z mnoziny S muzeme odstranit, aby ,topologie”
zustala zachovana? = ... thinnig.
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Problém: Jak definovat ,,zachovani topologie”?



S CZ? ... polyedr C(S):

Y C X ... retrakt, jestlize d spojité r : X — Y ze rjy = idy.

Definice. C(S’) je retrakt C(S) = S’ C S C Z? zachovava
topologii.

. neni ovSem vhodné pro thinnigovy algoritmus. M4 diskrétni
vyjadreni?

o O O O
O @ O O @ O
o O O O
8-sousedné okoli 4-sousedné okoli
T C Z? ... n-souvisld, jestlize neexistuji mnoziny A, B, ze T =

AUB, AN B = J, ze zadny bod v A neni n-sousedny s bodem
v B.



Véta. Mnozina S’ C S C Z? zachovdvd topologii konecné
mnoziny S, jestlize kazZdd 8-souvisla komponenta S obsahuje
prdavé jednu 8-souvislou komponentu S’ a kazdd 4-souvisld kom-
ponenta Z? . S’ obsahuje prdvé jednu 4-souvislou komponentu

72 . S.

— umoznuje realizaci thinningovych algoritmt v Z2,
— zatim neexistuje vhodna teorie v Z3.

4. DENOTACNI SEMANTIKA A TEORIE DOMAINU

Polozka dat — typ (jaké operace s daty)
Zakladni typy: Boolean, Integer, Real, ...
+ konstruktory pro uzivatelské typy.

S, T ... typy =
zaznamovy typ S X T,
sjednocujici typ S + T/,
funkéni typ [S — T1.

Mnozina moznych prvka kazdého typu:
1. vy¢tem pro zakladni typy.
2. pro kazdy konstruktor — jak nové prvky vznikaji ze starych.

Nové typy mohou vznikat i rekurzivné:
List(A) ... typ seznamu prvkd typu A (atomi) ... vztahem

List(A) = {nil} + A x List(A).

. seznam je bud nil — prazdny seznam — nebo je slozen z
atomu (head, hlavicka) a jiného seznamu (tail, ocas, télo).



Rekurzivni definice — mnozinové-teoretické spory(?):

stav = [pamétové misto — ulozitelnd hodnota]
ulozitelnd hodnota = - - - + procedura+...
procedura = [stav — stav]

Stav pocitace = hodnoty v pamétovych mistech.
(uloZeny jsou i procedury)
Procedura = jak transformuje stavy pocitace.

n stavu pocitace:

pocet moznych procedur = n"

pocet ulozitelnych hodnot > n™
pocet moznych stavi > n™ > n, spor.

Pric¢ina sporu = funkéni typ.

Vychodisko = nepotrebujeme vsechny funkce, ale jen vypocita-
telné (computable). =
... (nemusime nutné zkoumat vypocitatelnost) ...

,mnozina moznych hodnot” pro typ ... dalsi strukturu, na-
zveme domain.

Dodate¢na struktura ... napr. topologicka, pripustné funkce =
spojita zobrazeni.

Domainy v TCS = vysoce specializované topologické systémy.
Pripustné funkce = spojité ve Scottové topologii.



(X, <) ... usporddand mnozina, kterd ma usmeérnéna supréma.

A C X je uzaviena ve Scottové topologii, je-li A = | A a pro
VD C A usmérnénou je \/ D € A.

Sémanticky domain = usporadand mnozina s nejmensSim prv-
kem, uzaviena na usmeérnéna supréma.

Domainy pro nékteré zakladni typy:

Domainy pro nékteré konstruované typy:

X <A

B, xB,




[B_L—-)B_L]

Pouziti domaini: Denotacni sémantika, jazyky, prechodové sys-
témy, Petriho sité, ... nejlepsi aproximace matematickych ob-
jektu ...

5. DE GROOTOVA DUALITA

(X,T) ... topologicky prostor,

x<y<xecl{y}... kvaziusporaddni specializace,

A C X je saturovanda, kdyz A = T A,

K C X je kompaktnt, kdyz z kazdého ot. pokryti K lze vybrat
konecné podpokryti.

7% ... uzaviena baze z komp. saturovanych mnozin,

(X,79) ... de Grootiv dudl.
Priklad 2.

program ... ¢erna schranka, generujici néjaky vystup
X ... mnozina programi,

A ... frame moznych vysledki,

x = a ... program x dava vysledek a.

Co znamena saturovanost a kompaktnost v (X, A, )7



Saturovanad mnozina ... nejvétsi se stejnym vystupem.

Kompaktni mnozina (K, programi)
... kdyz K méa vystup v usmérnéné B, db € B ze K ma vystup
b.

x je nezavisly na K
... (K ma vystup a) # (x ma vystup a)
. piseme z - (X \ K).

— ... de Groottv dual na X. [

Priklad 3.
A # & ... abeceda,
Ve,y € A*: x <y, jestlize Ju € A*, ze y = xu.

L C A* ... formalni jazyk,
int L = {z|x € A*, | {«} C L},
L C A* oteviend, kdyzint L =L < L = | L.
| {x}, x € X ... oteviena baze topologie T,
specializace je >,
7 ... Alexandrovova vzhledem k >, vlastnosti:
(i) Je-li L regularni jazyk, je také int L regularni.
(i) Je-li L regularni jazyk, pak | L je oteviend v T a regu-

larni.
74 ... tzv. slabd topologie
... (horni topologie, dolni intervalovd topologie),
| {z} ... uzaviena subbdze 7¢.
T4 . Scottova topologie vzhledem k >.

rddd — rd slaba topologie.



patch topologie = TV 79,
(Lawsonova topologie), = Scottova V (slaba)_
=74 v rdd,

Lawson+Mislove, 1990:

Je posloupnost 7. 7¢. 79 . konedna?
p p ) ) )

Kovar, 2001:
Ano. Plati (7 Vv 794 = 74 odkud plyne 744 = rdddd,




