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od - Matematicka teorie her

» VE&dni disciplina zkoumajici raciondlni lidské chovani pfi
rozhodovani (jsou i dal3i slozky/projevy inteligence).

» Multi-oborova disciplina - matematika, ekonomie, sociologie,
politologie, biologie, informatika, ...

» 7 mnoha diivodi je snaha chovani lidi studovat, analyzovat a
modelovat

» cilem je chovéni pochopit a predikovat (dle moZnosti —
nebudeme v&stit)

» v druhé &3sti semestru budeme zkoumat mechanismy (a jejich
ndvrh), které zplisobi, Ze se raciondIni jedinec bude chovat tak,
jak chceme my

Pozndmka: Teorie her neni nauka o programovani pocitaovych
her.
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Z historie modelu rozhodovani

Talmud(0-500AD) — navody a p¥ikdzéni v obchodu, pravu a
béZném Zivoté. Proslavil se zejména problém " marriage contract
problem” — muz mél t¥i Zeny, v urlitém okamziku zemfel a
zanechal odkaz E. Manzelky mély kontrahovana pro tento p¥ipad
riiznd d&dictvi (100, 200, 300).

Talmud doporuuje spravedlivé déleni v pfipadé, Ze E je men3i nez
suma kontrakt0.

V ptipadé £ = 100 je to (33.3,33.3,33.3), £ = 200 pak
(50,75,75), E = 300 pak (50, 100, 150).

AZ v roce 1985 se ukdazalo, Ze ¥eSeni Talmudu odpovidd poznatkiim
o kooperativnich hrach (nucleolus).

Brams, S. J.: The Win-Win Solution: Guaranteeing Fair Shares to
Everybody, v knihovné
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Z historie (poznatky, vysledky)

1713 James Waldegrave ukdzal prvni zndmé YeSeni ve
smidenych strategiich pro 2-hracové hry (hra Le Her).

1785 Condorcetlv paradox

1838 Augustin Cournot publikoval model oligopolu, ktery
znatné predstihl dobu. Odpovida dneSnimu Nashovu
ekvilibriu.

1871 V knize "The Descent of Man, and Selection in
Relation to Sex" Charles Darwin publikoval prvni
(zatim intuitivni) hern&-teoretickou argumentaci pro
evolu¢ni biologii.

1913 Zermelo's Theorem

1921-27 Emile Borel — publikoval &tvefici &lankl o
strategickych hrach. PoloZil prvni formalni definici
smiSenych strategii v minimax ¥eSeni her.

1928 John von Neumann dokazal minimax theorem v
&ldnku Zur Theorie der Gesellschaftsspiele.
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Z historie (poznatky, vysledky)

1930 F. Zeuthen: Problems of Monopoly and Economic
Warfare. V kapitole IV naznadil ¥eSeni " bargaining
problemu”, které pozd&ji Harsanyi ukazal ekvivalentni
k Nash's bargaining solution.

1944 John von Neumann and Oskar Morgenstern: Theory
of Games and Economic Behavior. PovaZovédna za
jednu z nejvyznamnéjsich matematickych knih 20.
stoleti.

1950 Melvin Dresher and Merrill Flood (Rand
Corporation): the Prisoner’s Dilemma.

1950-53 John F. Nash publikoval své feSeni v nekooperativnich
hrach a v teorii vyjednavani (bargaining).

1952-53 L. S. Shapley (Rand Corporation): jadro v
kooperativnich hrach.

Pak se to zna¢né rozjelo...
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Soucasny stav udélenych Nobelovych cen za teorii her

1972 J.R. Hicks, K.J. Arrow

1994 J.C. Hersanyi, J.F. Nash, R. Selten
1996 J.A. Mirrlees, W. Vickrey

2005 R.J. Aumann, T.C. Schelling

2007 L. Hurwicz, E. S. Maskin, R.B. Myerson
2012 A. E. Roth, L. S. Shapley

2014 J. Tirole
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Teorie her pro informatiky na FITu

» Teorie her je disciplina zapadajici do inteligentnich systémii
(Ul).

» Umozni nam formalizovat a modelovat specifickou ¢ast
inteligence.

» V mnoha ohledech ndm uleh&i pochopeni lidského chovani —
ovSem vZdy na drovni modeld.
» PSYCHOv&dy: psychologie, psychiatrie, sociologie,
politologie, ekonomie jsou z pohledu informatiky soft-védy.
> Vyjimky: experimentdlni ekonomie/teorie her.

> Nds zajimd matematika, modelovani a simulace,
algoritmizace, datové struktury, extrémné naro¢né vypocty, ...
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Cil predmétu Teorie her (THE)

P> Rozsitit matematické vzdélani a premysleni.

» Naudit se analyzovat rozhodovaci situace, hledat v nich
moZnd FeSeni.

» Ptedmét je ivodem do problematiky a ma mit co moZna
nejSirsi zabér.

P Teorie her ma taky své pod-obory, zkusime projit vSechny
(v&tsinu).

» Student by mél byt schopen analyzovat zadanou situaci a
vytvofit jeji matematicky/pocitatovy model. Na zdklad&
modelu by mé&l byt schopen poznat chovani modelovaného
systému, pFipadné predikovat pravdépodobné chovani hraca.

> Vysledek studia her...
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Uvod — Struktura a organizace predmétu

> Ptednasky — 12 prednasek, 13. opakovani.
» Projekt (nutny pro zapotet)
» Studijni — nastudovani vybrané kapitoly nad ramec pfedndsek,
zprava (origindlni, vlastni vyklad problematiky).
» Aplikaéni — implementace konkrétniho modelu, simulaéni
studie.
> Infiltralni — ndvstéva existujici instituce tematicky pfibuzné
pfedmétu, zprava.
» Termin — viz organizace predmétu.

» Zkouska — obsah, termin (lze dohodnout).
» Konzultace, zpétna vazba (reflexe a vyjednavani).
Studijni literatura:
» Knihy ve fakultni knihovn& (grant FRVS FR0110/2010/F1).
» Studini texty Teorie her (pracovni stranka kurzu).
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P¥ednasky 1/3

Jedna predndska vzdy znamend jedno téma (tzn. né&které jsou
informa&né& hust&jsi, jiné voln&js).

1. Uvod — organizace pfedmétu, uvod do nezbytnych
matematickych pojmi, zdklady teorie rozhodovani.

2. Hry v normdlni formé& (s nenulovym sou¢tem) — zakladni
pojmy, modelovani rozhodovacich situaci, zéklady analyzy
strategickych her, zékladni modely oligopolu (Cournotiv a
Bertrandilv model — analytické a simula&ni YeZenf).

3. Hry v normdlini form& (s nulovym souttem) — v&ta o
Mini-maxu, sedlovy bod, ¥eSeni. Linearni optimalizace.
4. Algoritmy pro ¥eSeni strategickych her — algoritmy vypoctu
FeSeni hry, véta o existenci ¥eZeni (ekvilibria) a jeji diikaz.
Cil: modelovat strategické situace. Poznat herné-teoretickou
matematiku.

Martin Hruby THE: uvod, teorie volby



P¥ednasky 2/3

7. Sekventni (tahové) hry — zdkladni pojmy, modely, Feseni,
Stackelbergiiv model oligopolu. Divéryhodna hrozba. SPNE.

8. Kooperativni hry a vyjednavéni (bargaining) — pojmy, modely,
FeSeni. Jadro hry, Shapley value, Voting power, Nash
bargaining solution.

9. Opakované hry (repeated games) — vliv opakovéni hry na
strategické rozhodovani hraéli. Opakovani a kooperace.
Korelované ekvilibrium — motivace, definice, aplikace a
vypocet.

Cil: jaky vliv ma spoluprice na efektivnost naseho Zivota?
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Ptednagky 3/3

10.

11.

12.

13.

Cil:

Mechanism design — zdkladni pojmy, ndvrh pravidel,
strategickd manipulace. Teorie vefejné volby (Public Choice) —
volebni mechanismy, Condorcetiiv paradox, Arrowliv paradox
(a dalsi).

Teorie aukci — mechanismy aukci, ndvrh mechanismu aukce,
modely.

Evoluéni biologie — herni podstata nasi evoluce,
samoorganizace v populacich jedinci. Stejné principy jsou
ovSem platné nap¥. v modelovani zatizeni kom. sitf.
Aplikace, p¥ipadové studie — aplikace v modelovani
energetickych trhi.

poznat, modelovat a navrhovat pravidla ve strategickych

situacich. P¥ipadova studie.
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Uvod do matematickych pojmi

V THE budeme formalné definovat pojmy, algoritmy a postupy.
» Diskrétni matematika.
> Algebra.
> Matematickd analyza.
» Pravdépodobnost. Statistika.
» Operaéni vyzkum.

Opakujeme a aplikujeme jiZ ziskané matematické znalosti.
THE je matematika naseho Zivota.
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Uvod do matematickych pojmi

> Pojem mnoZina — matematicky objekt A, pro ktery plati, Ze
jsme schopni pro kazdy (V) objekt o jednozna&ng urit, zda-li
objekt o je nebo neni prvkem A
> ocA o¢A
» MnoZiny obvykle zapisujeme velkym pismenem.
» MnoZina neni seznam. KaZdy prvek je tam pouze jednou (na
rozdil od multi-mnoZiny).

> A={a1,a,...,ax}. Prdzdnd mnoZina (.

» |A| znadi polet prvki mnoZiny (kardinalita mnoZiny).
|A| = x,x € NT U{0}.

» Definice konkrétni mnoziny: B = {a € A|condition(a)}

v

PodmnoZina: C,C
» Poten&ni mnoZina: 22, Kolik ma prvki? Kolik je |29|?
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MnoZinové operace

» C=AUB&sVYceC:ceAvceB
> C=ANB&sVceC:ceAnceB

» C=A\BeVvVceC:ce ANc¢B
C={ceAlc¢ B}
Operatory U, N, > budeme pouZivat s itera&ni prom&nnou:

C= U fun(i)
ieN
N

I = Z fun(i)
N

I = Z fun(i)
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Kartézsky soucin (angl. product), relace

» Kartézsky soutin (znatime X nebo []) mnoZin A a B je
mnoZina uspofadanych dvojic
C=AxB={(ab)lac ANbe B}.
P> Relace — toto lidské slovo ma opravdu hodné vyznami...
» Pro matematiku je binarni relace podmnoZinou kartézského
sou¢inu mnozin A a B (tzn. je to mnoZina uspofadanych
dvojic). Definujeme i n-drni relace RC Ax B x C x ...
» RCAxB, RCAxA RCA%
» Notace: x =(a,b), x € R, aRb < x € R.
P Riizné vlastnosti relaci.
Priklad:
A={1,2,3} B ={xy}

Ax B={(1,x),(1,y),(2,%),(2,),(3,%), (3, ¥)}
R C Ax B napt. R ={(1,x),(1,y)}
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Daldi matematické znalosti

Bylo by dobré umét/chapat:
» Prelist/pochopit matematicky zapis.
» Upravy algebraickych vyrazi (odvozovani, zjednodu3ovani).
> Vyteseni linedrni, kvadratické a jednoduché diferencidln{
rovnice. Zakladni ¥eSeni soustav linedrnich rovnic.

» Derivovat. Hleddni extrém funkci.

Nova znalost (moznd) bude: linedrni programovani.

Martin Hruby THE: uvod, teorie volby



Zakladni pojmy THE: model situace

> Hra — hra je strategicka interakce dvou a vice hracda.

> Hrac¢ — hrac je Ucastnik hry.

> Strategie (akce) — varianty moZného chovani hrage.

» Zisk/UzZitek — hraciv vynos ze hry (uZitek je mira uspokojeni
ze zisku).

» Preference — rozliSeni strategii nebo uZzitkd.

» Racionalita hra¢e — zakladni pfedpoklad pro FeSitelnost

situace.
» Hrani hry — jakym zplsobem hra¢i realizuji své tahy.
> Refeni hry — pravd&podobny zpiisob a vysledek chovéni hraca.
Hra¢ provadi rozhodovani nad strategiemi s cilem dosdhnout
individualniho optimainiho vysledku (uZitku) ve hte.

Selfish (sobecky) agent/hra&. Altruismus.



Hra a hrac¢

Hra v pojeti TH je model situace — tzn. je to zjednoduseni reality.
Realitu abstrahujeme na hrade, pravidla hry, strategie, preference,
uzitek a herni koncept.

>
>
>

Hra ma pravidla — vime, jak se hra hraje.
Hra¢i mohou mit o h¥e riiznou miru informace.

Nezkoumdme, jestli je hra¢ ve h¥e dobrovolng, jestli chce hrat,
jaké ma pocity.

Vechno, co hra¢ vi, co zkoumd, co preferuje, viechno je
obsaZeno v modelu té situace (protivnici, strategie, preference,
uZitek, ¥edeni hry).

Hry proti pfirodé — pfiroda je hral bez strategického chovani
(o jeho chovani nelze Fict nic vic, nez Ze svou strategii voli
ndhodng).
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Pojmy model a simulace, opakovani

> Model systému A je jiny systém B, ktery je mu jaksi podobny.

» Model je vZdy zjednoduZeni redlné situace/systému.

» Modelovani je proces zdiivodnéného zjednodusovdni sys. A.

» Simulace je proces experimentovani s modelem (A ~~ B)
jehoz cilem je ziskat nové znalosti o A prostfednictvim B.

Z3avér: budeme zkoumat inteligentni rozhodovani lidi
prostfednictvim modell. Musime se vyrovnat s faktem, Ze nase
modely budou pouze zjednoduSovat realitu s tou nadégji, Ze
zdlrazni alespori ty aktudlné relevantni aspekty.

Vyznam pojmu simulace v nasem pojeti: analyza hry a predikce
vysledku hry. U poditaéovych modelii hernich situaci je to opét
provedeni experimentu s konkrétnimi vstupy a konkrétnim cilem.
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Strategie hrace

» Hrac provadi rozhodovani.

» Musi poznat své moznosti — identifikace jeho moZnosti je
soudast hracovych analytickych schopnosti a taky jeho
inteligence.

» (v realit&): Poznani t&chto moZnosti je de facto hra¢ovo
know-how.

» V potitatovém modelovani rozhodovaci situace obvykle musi
modeld¥ sam strategie urdit.

> VSechny strategie hrace i € Q ve hte tvofi jeho mnoZinu
strategii — S;.

» MnoZiny strategii hraci jsou obecng jiné (aZ disjunktni, tzn.
AN B =10).

Budeme zkoumat tzv. mnoZinu strategickych profili

s=]]s

i€eQ
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UZitek a preference

Uzitek:
» Uzitek (angl. utility) je vztaZen ke kazdé hratové strategii. Na
zakladé uZitku miZe hra¢ provadét rozhodovani.
» Vysledek (¥edeni, vystup, outcome) hry je spoleny uZitek
v8ech hraca.
> Zisk a uZitek (pozdgji vie slou¢ime do jednoho pojmu).
Preference:
> Preference je fenomén veskerého modelovani rozhodovacich
situaci.
» Preference neni pfedmétem rozhodovani. Je to vstup do
modelu. KaZdy m3 jiné preference (co to znamend?).
Preference hrate nemusime chapat, ale musime je poznat a

spravné modelovat.
Preference masochisty.
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Vyjadreni uZitku

» Obvykle velmi dobfe chapeme uZitek finanéni — pro¢???
Chapeme jasné hodnotu penéz a jsme schopni srovndvat dva
rizné uZitky (1 CZK versus 1000 CZK).

> UZitek je (subjektivni) mira uspokojeni plynouci ze spotteby
statkd.

P¥istupy:

» Kardinalistickd teorie — jsme schopni vnimat velikost rozdilu
mezi uzitky.

» Ordinalistickad teorie — nejsme schopni porovnavat uZitky
metrikou, ale alespofi pozndame lepsi uzZitek.

» Zkoumame preference na mnoZziné strategii nebo na mnoziné
moZnych uZitkl. Mnohdy je to zamé&nitelné.

» Vyrazné problémy s preferenci zaénou aZ u multi-kriteridlniho
rozhodovani.
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Racionalita hrace

Racionalita je pojem, ktery pofadné& nechapou ani zkuSeni herni
teoretici.

>

>
>

>

>

Racionalita hrace je zakladni pfedpoklad pro modelovatelnost
situace (racionalita je deterministicka).

Pojem s rozsahlym vyznamem a mnoZstvim definic a pohledi.

Racionalni jedinec je schopen identifikovat své cile a podnika
kroky k jejich dosazeni.

... Je schopen promyslet situaci v celé jeji komplexnosti
(ned&ld ukvapend rozhodnuti).

. nefidi se "citem (intuici)”, ale jeho postoje jsou
matematicky zdivodnitelné (logicka reakce na vstupy a stav
situace).

Racionalitu budeme formaln& definovat v Teorii volby/uZitku:
hra¢ je schopen posoudit dvé strategie.

Racionalita versus mordlka.
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Racionalita hrace

» Raciondlni jedinec maximalizuje sviij uZitek.

» Racionalita mezi hra& musi byt common knowledge (vichni si
o sob& navzdjem uvédomuji, Ze jsou raciondlni a sou¢asné vi,
Ze vi...).

» Racionalita je jistota, je to logické chovani.

Martin Hruby THE: uvod, teorie volby



nce, volba, uZitek a racionalita

» Potfebujeme formalizovat vztah mezi volbou a uZitkem.
Formalizace=model.

» Ekonomické teorie.
> Zkoumani k¥ivek uZitku.
> Mirna skepse nad tim, zda-li to viibec funguje.

Prozteni prognostika: vysledek modelu je vzdy expertni nazor na
to, jak to mizZe fungovat. Pokud md nékdo lepsi nazor, pak sem s
nim...!
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Teorie volby - Uvod

Cerpéno z:

1.

>

>

>

>

McCarthy, N., Mierowitz, A.: Political Game Theory: An
Introduction, Cambridge University Press, 2007

Magdaléna HykSova: PYednasky z teorie her, Fakulta dopravni
CvuT

Studium racionality je zdkladem studia racionalniho
rozhodovani.

Nasim zdkladnim ptedpokladem je fakt, Ze studujeme
raciondlniho jedince (opakem jsou hry proti p¥irodg).
Racionalitu neni mozno zaménovat s néjakou formou moralky
— racionalni jedinec nekond dobro, pouze sleduje svoje
preference.

Jedinec identifikuje svoje moZnosti a hledd mezi nimi optimum
(maximum). Musi definovat vyznam optima.

Otdzka: je schopen odhalit optimum?
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Teorie uzitku, priklady

> Pro zadatek intuitivné...

» Organizujeme svatbu. MoZnosti jsou:
» v chat& (krdsnd chata, +1000 bodii); nebo v sdle (+800 bodi).
P P¥i nepfiznivnivé polasi v chaté = 0 bodd, v sale nevadi.
» Pravdépodobnost nepfiznivého podasi je 25 procent.

» Ocekdvéany uZitek z chaty je 0.75 - 1000 + 0.25 - 0 = 750.

» QOcekdvany uZzitek ze sdlu je 800, tzn. vétsi.
> Volim sal.

Dalezité 'l Pokud po tomto zjisténi stale vaham, pak to znamen3,

Ze bud’ (néco je v modelu chybné&):
» Jsem chybné modeloval pravdépodobnost nepfiznivého pocasi.
» Jsem chybné modeloval uZitek pfi realizaci v chaté nebo séle.
» V modelu chybi n&jaky dal3i aspekt uzitku (nap¥. St&sti

nevésty, roditt, host, ...).

» Nejsem raciondln& uvazujici jedinec.
» Riziko — specificky aspekt. Zména uZitkové funkce.



Definice racionality

» Je-li raciondlni jedinec konfrontovan se dvéma moZnostmi x a
v, pak je schopen jednoznaéné rozhodnout, jestli nepreferuje x
pted y nebo nepreferuje y pred x nebo nepreferuje ani jednu
moZnost.

P Jestli moZnosti spliiuji tuto podminku, pak mluvime o Uplnosti.

> V kladném vyjad¥ovani: pokud Feknu, Ze nepreferuju x pted y,
pak tim minim, Ze y je stejné dobra nebo lepsi moznost.

» Je-li konfrontovdn se tfemi moznostmi x, y, z a nepreferuje-li
y pred x a soulasné& nepreferuje z pred y (tzn. x je asi lepsi
neZ y a y je asi lep3i nez z), pak nemiize preferovat z p¥ed x.

P Jestli moZnosti spliiuji toto, pak mluvime o tranzitivité.

> Uplnost a tranzitivita nds budou zajimat. Bez nich nenf

raciondlniho rozhodovani.

Madm A mnoZinu alternativ. Pro v8echny aj, a» € A jsem schopen
posoudit preferenci a dokonce i na urovni tranzitivity. Co z toho
plyne pro rozhodovani?
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Koneéné mnoZiny akci (strategii, moZnosti) a vystupt

» Jedinec voli z mnoziny akci A = {a1, a2, ..., ak }.

» PYedpokldddme, Ze jedinec ma kompletni informaci (complete
information) o situaci a tudiZ je schopen jednozna&né
predikovat ndsledky svych akci (jistota, certainty) — tzn.
rozhodovani probiha za jistoty.

» Pak definujeme mnoZinu vystupt/disledki
X = {x1,%2, ..., Xn}.

> / predpokladu jistoty plyne, Ze pro kazdou akci a € A je
jednoznatné pf¥itazen pravé jeden vystup x € X (zobrazeni je
Jjednoznacné).

» Formilng, existuje funkce
u:A—=>X

» Zkoumani uzitkovych funkci pro nds bude vyznamné.
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Koneéné mnoZiny akci (strategii, moZnosti) a vystupt

Formalng, existuje funkce uv: A — X.
» Dile predpokldddame, Ze vSechny prvky mnoZiny vystupi jsou
dosazitelné (feasible) — tzn., kazdy x € X je disledek n&jaké
akce a € A (u je zobrazeni na mnoZinu).

» Formaln&: x; je dosaZitelny, pokud Ja € A: u(a) = x;.

» / predpokladu dosaZitelnosti a jednoznalnosti plyne, Ze je
jedno, zkoumame-li jedincovy preference nad akcemi nebo nad
vystupy (zobrazeni je vzdjemn& jednozna¥né, bijektivni).

Co by znamenalo, kdyby pro dvé rlizné akce aj, a, € A platilo
u(al) = U(a2)?
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Demo

A a1 dp | as

u | X1 | X2 | X3

Rikdme tedy, Ze pokud je zobrazeni u vzdjemn& jednoznatné, pak
je jedno, jestli zkoumame preference na akcich nebo na uZzitcich.

X Y
1- ‘D
2 +B
3 +C
4 ‘A
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Rozhodovani

Rozhodovanfi je akt vybéru akce a € A.

> Polet zkoumanych charakteristik: mono-kriteridln{
rozhodovani, vice-kriteridIni rozhodovani
P Polet rozhodovatelli: jeden versus vice = rozhodovani, jehoZ

vysledek je ovlivnén alesponi dvéma raciondInimi Géastniky
(HRA)
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nce formalné

P¥edpokladejme, Ze existuje relace R C X x X (nebo R C A x A)
obsahujici "nazory” jedince na posouzeni jeho moZnosti.
Zkoumame, zda-li je jedinec schopen na zakladé R provést
rozhodnuti (raciondIng).
» Slab3 preference (neostra, weak preference) je definovana
bindrni relaci R, kde x;Rx; znati, Ze x; neni preferovdno pred
x;. Rikdme tim:
P x; je lepsi nebo stejnd moZnost
> x; neni preferovdno nad x;, v nejlepdim pfipadé miize byt
stejnd, spiSe hor$i moZznost
> pFipoustime, Ze x; a x; mohou byt stejné dobré.
» Analogie relace R je bindrni relace > napfiklad nad &isly (pak
ovdem piseme dle zvyklosti x;Rx; < x; > X;).
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Striktni preference a indiference

Mame mnoZinu alternativ A (nebo uZitkd X).

Pomoci R miZeme definovat dvé vyznamné relace striktni
preference (strict preference) a indiference (indifference,
nerozliditelnost).

Definition

Pro kazdé x,y € A, xPy (x je striktn& preferovano pted y) pravé
tehdy, pokud xRy A —yRx. Podobng, xly (x je indiferentni s y)
pravé tehdy, pokud xRy A yRx.

Pozndmka: relace P je zaménitelnd s >. Podobné je | a =.

Rikdme: hra¢ strikn& preferuje x nad (p¥ed) y, hrd¢ je indiferentni
mezi x a y.
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Volba jedince

Notace: hvézdi¢kou byvad v TH oznalovéna kone¢nd volba
hrace/hraka.

Jedinec bude zFejmé volit takovou volbu x* € A,
pro kterou x*Ry pro vSechna y € A.

Zkoumame, zda-li je jedinec schopen volby na zakladé relace R.
Respektive, definujeme takové vlastnosti R, aby takova volba byla
mozna.
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Volba jedince, maximalni mnoZina

Definition
Pro relaci slabé preference R a mnoZinu voleb A definujeme
maximalni mnozinu M(R, A) C A tak, ze

M(R,A) = {x € A|xRy;Vy € A}

Jedinec bude zfejmé volit z maximalni mnoziny. Ta by ovem méla
obsahovat alespori jeden prvek.

Otdzka: existuje takovd mnozina M(R, A)? Co to miZze ovlivnit?
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Volba jedince, maximalni mnoZina

P¥edpoklad: pokud je [M(R, A)| > 1, pak jedinec voli jednu z
M(R, A) ndhodné&, protoZe je indiferentni mezi shodnymi
alternativami, tzn. Vxi, xo € M(R, A) : x1/x2

Schopnost pfijmout indiferenci nad strategiemi M.

Pokud jedinec nesouhlasi s vy%e uvedenym postojem, pak je bud
chybnd jeho preference nebo jedinec neni raciondlni.

Zjisténi maximalni mnoZiny zfejmé nebude mozné, pokud pro
n&jakd dvé x,y € A neplati ani xRy ani yRx (narudeni dplnosti).
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Nezavislost na irelevantnich alternativach

Pozdégji budeme navic vyZadovat, aby jedincova preference byla
nezdvisld na irelevantnich alternativdch (nap¥. v Teorii vefejné
volby).

Definition

M&me mnoZinu alternativ A = {a, b} a preferenci R na A.
PYedpokladejme, Ze aRb. Pokud chceme zachovat nezdvislost na
irelevantnich alternativach, tak pfidani alternativy ¢ do A nesmi
zménit preferenci mezi a a b (tzn. aRb).
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Demo

M&me mnozinu uzitki A = {a, b, ¢, d}. Relaci slabé preference R
zobrazime graficky:

0-9%.0

Je relace dplna?
M(R,A) = {a}, protoZe pouze pro a plati aRy;Vy € A.
Pozn.: ptedpokldddme, Ze xRx;Vx € A plati automaticky.
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Pomocné definice

Definition
Bindrni relace R na X (tzn. R C X?) je:
1. dplna, pokud Vx,y € X, x # y : xRy V yRx.
2. reflexivni, pokud Vx € X : xRx.
3. tranzitivni, pokud xRy A yRz = xRz Vx,y,z € X.
4

. kvazi-tranzitivni (definovano nad relaci P), pokud
xPy N yPz = xPz Vx,y,z € X (pomoci R je ekvivalentni se
zapisem xRy A =(yRx) A yRz A =(zRy) = xRz N —(zRx)).
5. anti-symetricka, pokud xRy a yRx zna&i x = y (jsou totozné)
6. asymetrickd, pokud xRy pak neplati yRx

Pozndmka: udplnost vyjadfuje schopnost jedince mit nazor na
preferenci nad kazdymi dv&ma akcemi (se zachovdnim tranzitivity).
Musime s timto pocitat i pFesto, Ze mnoho ekonomii a psychologii
o této schopnosti ¢lovéka v nékterych situacich pochybuje.
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UpIné neostré usporadani

Definition

M&jme (neprazdnou) mnoZinu voleb A. Uplné neostré usporadan
na mnoziné A je bindrni relace R C A x A, ktera je tplna,
reflexivni a tranzitivni.

.
I

Poznamka: Anti-symetrii zde nezavddime (by nam naru3ovala
indiferenci). Pro¢ reflexivita?

Theorem
Je-li A kone¢na mnoZina a R uplIné neostré usporadani, pak
M(R,A) # 0.

Mdme garanci, Ze pokud je preference definovana spravné

(pofddné&) a mnozina alternativ je kone¢nd, pak existuje zvolitelné
optimum.
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Dilkaz véty o existenci maxima na mnoZiné alternativ 1/3

Necht A je kone¢nd (a neprdzdnd) mnoZina a R je tplnd, reflexivni
a tranzitivni relace. Dikaz bude proveden matematickou indukci.
P¥ipomerime:

M(R,A) = {x € A|xRy;Vy € A}

Krok 1: Je-li A jednoprvkovd mnoZina, tedy A = {a}, pak z
reflexivity plyne aRa a proto M(R, A) = {a}.

Krok 2: Ukdzeme, ze je-li tvrzeni pravdivé pro A’ s n prvky a relaci
R’ na A, pak musi byt pravdivé i pro libovolnou A s n+ 1 prvky a
usporadani R.

,
I

tzn. pfidanim alternativy se podminky preference nenarus
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Dilkaz véty o existenci maxima na mnoZiné alternativ 2/3

Dikaz kroku 2: Budeme pracovat s mnoZinami A a A, kde

A=A U{a}

Na mnozindch A a A’ jsou definovdna uspo¥addni R a R’ tak, ze
R’ je R omezend na A’, tedy

R'= RN (A x A)

Dle nasich ptedpokladd (a dle postupu matematické indukce) je
M(R',A') £ 0

Pak z predpokladii dplnosti preferencni relace plyne, Ze pro
libovolné y € M(R’, A’) plati bud yRa nebo aRy nebo plati oboje.
Budeme proto zkoumat dvé& varianty preferenci y a nové p¥idané
alternativy a.
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Dilkaz véty o existenci maxima na mnoZiné alternativ 3/3

A=AU{a}
Yy € M(R', A’) plati bud yRa nebo aRy nebo plati oboje.

1. Plati yRa neboli prvky maxima na A’ jsou preferovany nad
novym prvkem a. Pak tedy yRz pro viecny z € A'U{a} (z
definice maximalni mnoziny) a proto y € M(R, A). A tim
dokazujeme krok 2.

2. Plati aRy. Pokud tedy y € M(R’, A’), pak yRz pro libovolné
z € A. Vychdzime z aRy a vime, Ze yRz pro véechny z € A'.
Z tranzitivity R plyne aRz pro viechny z € A’. Obecng to
implikuje aRw pro vechny w € A a proto a € M(R,A) a to
opét dokazuje krok 2.

Principem matematické indukce jsme dokazali tuto v&tu pomoci
krokd 1 a 2. Q.E.D.
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Zkoumani volby provddime na uZzitkové funkci s &iselnym vystupem
u:A—R.

» Miizeme pln& vyuZit zvyklosti s operdtorem > (nage

preference).

> u(x) > u(y) < xRy

> u(x) > u(y) < xPy

> u(x) = uly) & xly
Stale miZeme rozlisovat kardinalisticky (chdpeme velikost rozdilu
mezi u(x) — u(y), xPy) a ordinalisticky p¥istup k uZitku (pouze
chdpeme preferenci).
V mnoha algoritmech TH ani nepot¥ebujeme znat mitru preference
x nad y (uvidime nap¥. v definici best-response, dominance).

Martin Hruby THE: uvod, teorie volby



Definice funkce uZitku

Definition
Méjme Aa R C A2 Rekneme, ¥e u¥itkova funkce uv: A — R!
reprezentuje R, jestlize pro v8echna x,y € A, u(x) > u(y) < xRy.

Snadno jsme schopni definovat > a =.

Rozhodovatel-maximalista pak voli z mnoZiny

M(R,A) = arg max[u(x)]

Poznamka: ve hrach tomu za¢neme ¥ikat Best-response.
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Rozhodovani bez jistoty

» Rozhodovani za rizika: vysledkova funkce ptitazuje kazdému
rozhodnuti pravdépodobnostni rozloZeni na mnoZiné vysledki.

» Rozhodovani za neuréitosti: u: A — 2X (Pravd&podobnostni
rozlozeni oviem neni zndmé nebo je nezjistitelné).
P Postoj k riziku: risk-neutral, risk-averse, risk-seeking.

Ocekdvany uZitek.
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Rozhodovani za nejistoty: Ptiklad s investorem

Investor pfemysli, kam umistit sv(j kapital. T¥i alternativy:
1. Zakoupit cenné papiry, které s absolutnf jistotou nesou 5.5%
zisk.
2. Zakoupit akcie, které ponesou:
» 3% s pravd&podobnosti %
» 6% s pravd&podobnosti
> 9% s pravdépodobnosti 3
3. Zakoupit akcie, které ponesou:

» 4% s pravd&podobnosti i
> 8% s pravd&podobnosti 3

|H(,\)|I—‘OO|

IHMI

Z hlediska rozhodovani musi pocitat s uritou nejistotou, kterou
zde pojmenovdvdme loterie. Jeho tfi alternativy jsou tfi loterie.

Loterie je volba jako ji zname z teorie volby. Definujeme relaci
preference a dalsi pojmy. Vice v " Axiomatické teorii uZitku”.
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Otekdvany uZitek (Expected Utility /Payoff):

St. Petersbourg paradox

St. Petersbourg paradox (D. Bernoulli, 1738): mé&jme hru, kde
Gc¢astnik zaplati vstupni poplatek ¢ a pak haze minci tak dlouho,
dokud nepadne hlava. Protistrana souhlasi, Ze mu zaplati 1 dukat,
pokud padne v prvnim hodu, 2 dukdty v druhém hodu, 4 v tfetim
hodu, atd.

Ocekdvany zisk hrake tedy musi byt:

E

I\)ll—‘

11 >
tatate =2 5=

Problém je, Ze s timto vé&tSina redlnych lidi nesouhlasi a za svou
Ucast by nezaplatili vice nez 20 dukat(i, resp. radostné by prodali
svou Ucast ve h¥e za 20 dukatd.

N =

111 1
)14 -
( c)—l—2 g2+ 5 >t

4 =
8+18++
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St. Petersbourg paradox vyvolal diskuzi, jaky je vlastné uZitek z
pFijeti n&jakého (nap¥. finanZniho) vstupu.
Gabriel Cramer (v komunikaci s D. Bernoullim): lidé hodnoti
¢astky podle uZitku, ktery jim pFinesou.
P¥edpoklad: jakakoliv &astka p¥esahujici 224 dukati &lovéku
p¥ipada stejnd jako 224 dukatd.
Pak je olekavany uzitek hry:

1 1 1 1

1 1

23 24 24
1 1 1 1 1
=—4+-4+.+-+-4+-+..=124+1=13
sty Tttt +

Potom je realisticky olekdvany uzitek ze hry 13 dukatd.
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Log utility

Potet jednotek uZitku u(x) z vlastnictvi &astky x. P¥i navyZeni
majetku z x na x + dx je p¥irustek uZitku du(x) p¥imo dmérny
pFirustku dx a nep¥imo Uimérny dosavadnimu majetku x (« je
potitedni majetek, b € R je n&jaky koeficient vnimani pFirustku).

_bdx

du(x) .

u(x)=blnx+c;ceR
X
u(x)=binx —blna = bln—
«

obecn&: uZitek je In(po akci) — In(p¥ed akei).
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Log utility ve St. Petersbourg paradoxu

E — Z_bl LGl:

= bIn[(a+1)2(a+2)i(a+4)s..] - bina
Céstka D, jeji# p¥idani k potatenimu majetku p¥inese stejny

uzitek:

blna+D

:bMBa+Uaa+2ﬂa+M§J—bMa

z toho plyne, Ze takové D je:

= @+ Dia+2)i(a+4)i.] -a

Pro nulové o = 0 potatetni jméni je D =1-v/2- /4. =
Mit nulovy polatetni majetek, tak nezaplatim za udast ve hte vic
nez dva dukaty.
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» Definice strategickych her, resp. her ve strategickém tvaru.
>

Interakce dvou a vice jedinch p¥i rozhodovani.

» Zkoumani jejich uZitku budeme provadét kardinalisticky na
zakladé uzitkovych funkgi.

» Preference se pak budou budovat nad strategiemi v kontextu
moznych tahd protihra¢d (budeme mluvit o dominantnosti
strategif).

> Zavedeme koncept ekvilibria ve hte.
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