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» Aukce (téz drazba) je ekonomicky mechanismus prodeje
hmotného/nehmotného statku.

» Je to forma trhu, kde se soust¥eduje nabidka a poptavka po
konkrétnim druhu zboZi typicky mezi malym poctem
prodavajicich a v&tSim poctem kupujicich.

> Je to zplsob, jak prodat véc, u které nechci stanovit jeji cenu
(nap¥. proto, Ze ji nezndm nebo chci vyuZit odlidného chapani
hodnoty vé&ci mezi prodavajicim a kupujicim).

» Aukce nejsou jenom drazby historickych pfedmétii nebo
kuriozit, maji aplikaci v kaZzdodennim praktickém obchodé.

» E-bay aukce (Internet, electronic market design).

Aukce jako ndakup predmétu.

Martin Hruby Teorie aukci



Teorier vetejné volby versus aukce

Teorie vefejné volby:
» Kolektivni rozhodnuti o spoleéné preferenci, potazmo o vitézi.
P> Uzitek hrdce z rozhodnuti.
» Manipulovatelnost. Diktatorstvi. Arrowiv teorém.

Teorie aukci:

N 14

> Vitezi spoletensky nejefektivngsi alternativa. Co je
alternativa?

» Zkoumame manipulovatelnost (nepravdivé ohodnoceni
alternativ), protoze potencidln& sniZuje vynos z aukce.

» Hradi plati za G¢ast v mechanismu. Vliv na manipulovatelnost.
» Vickrey-Clarke-Groove mechanismus.

Déleni hospoda¥ského vysledku.
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Aukce o dolar (jeden)

Pfedmétem aukce je jeden USD. Kdo za n&j nabidne nejvic, ten
dolar vyhraje a zaplati svou nabidku. Vyvoldvaci cena je jeden cent.

PYedpokladame, Ze se aukce dostane do stavu, kdy je nabizeno 99
centll (posledni raciondln& min&nd nabidka) a moZna 100 centi

(chci vyhrat za kaZdou cenu, cena vité&zstvi je vy33i nez jeden USD).

Hodnotu 1 USD kazdy znda. V aukcich ovSem prodavame
predméty, u kterych jejich hodnota neni implicitné jasna.
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Pro¢ nas maji aukce zajimat?

P> Aukce jsou soutdst ekonomiky svéta.

» Obchodnici prodavaji svoje zboZi, vlady licence (3G sit&) a
lidé svoje predméty.

» Aukce jsou ukdzkou strategického chovéni hracia (kupujici,
prodavajici) — my studujeme jejich matematické modely.

» MiiZzeme stdt na stran& proddvajiciho (ktery se rozhoduje nad
formulaci mechanismu, aby maximalizoval svij uZitek) nebo
kupujictho (ktery se snaZi v rdmci mechanismu maximalizovat
svij uzitek).

» Chceme-li modelovat tyto situace, poznejme pfislusnou Teorii
aukci.
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Co je uzitek z aukce

Aukce je nekooperativni hra (kdo jsou hrati, co jsou
strategie?)

>

>

Prodavajici maximalizuje vynos z aukce — nestanovuje oviem

cenu (vyvoldvaci cena), ale hledd mechanismus, ktery donuti

kupujici k maximalnim sizkdm. Volba mechanismu je pro

néj strategii ve hre.

Kupujici i si soukromé& (tajné&) ceni predmét aukce na &astku

x;. Pokud za v&c zaplati y;, pak je rozdil (nejlépe kladny)

ui = x; — y; jeho ziskem z aukce.

Dalezity fakt: cilem kupujiciho neni ziskat pfedmét aukce,

ale maximalizovat svij zisk.

Pokud kupujici zaplati y; = x; a pfesto ma pocit kladného

zisku (p¥inosu), pak evidentn& predmét aukce chybn& ocenil.
» Podobn& naopak (neni neobvyklé, Winner's curse).

Tajné ocenéni pfedmétu kupujicim je fenomén aukci a

soucasné zakladni stavebni kdmen mechanism designu.
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Tajné ocenéni hodnoty predmétu aukce

» Proddvajici neolekdva, Ze by za véc dostal vic nez je
max;e[xi] (obecn& vzato).

> Z toho plyne, Ze jeho hlavnim zajmem je zjistit hodnoty
x; hracua.

P> Toto oviem zajimd i samotné hrace — pokud hradi zjisti x;
svych protihraci, pak mohou strategicky ovlivnit své sazky.

Jak se bude chovat hra¢ v téchto dvou situacich:

» Vyhraje nejvyssi nabidka, ale nic se neplati. Logicky pak hra¢
vsadi x/ >> x; libovoln& vysoké.

» Vyhraje nejvyssi nabidka, ale néco se zaplati — y. Hrac¢ se tedy
bude snazZit maximalizovat x; — y. Z¥Fejmé& nevsadi ¢astku vétsi
nez x;.
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Tajné ocenéni hodnoty predmétu aukce

Notace:
> x; — tajné ocen&ni pfedmé&tu aukce kupujicim i € Q.

» b; — sazka (nabidka, angl. bid) podana kupujicim v aukci
(mnoZina v8ech moznych sizek je jeho mnoZinou strategii).

> y; — &astka, kterou zaplati hra¢ (U¢astnik aukce) na konci
aukce (existuji mechanismy, kdy obecné plati kazdy).

Hrac-kupujici si ceni pfedmét aukce na x;, ale vsadi b; < x;, aby v
idedInim p¥ipad& zaplatil y; < b;.

Hraé-prodavajici neznd cenu pfedmétu a voli mechanismus aukce
tak, aby ziskal v idedInim pfipad& max;[x;]. Je to mozné?
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Tajné ocenéni hodnoty predmétu aukce

Tajné ocenéni predmétu aukce je privatni informaci ve hte
(hrajeme hru s nedplnou informaci). Hra&i si modeluji ndzor na x;
protivnikli pravdépodobnostnim rozloZenim — distribuéni funkci

F(x) : (0,w) — (0,1)

Zkoumaji pak sloZzenou distribuéni funkci

G(x) = F(x)V1

My nebudeme chtit zabfednout do analyzy spojitych distribuénich
funkci a pravdépodobnosti. UkaZeme si pouze vyslednd ekvilibria.

Bude pro nas dilezZité, Ze hradi jsou symetricti ve svém ndzoru na
ohodnoceni (¥idi se u viech stejnym rozlozenim). Povede to na
symetricka ekvilibria.
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Winner's curse

> Vitézem se obvykle stava hra& s nejvyssi nabidkou (standardni
aukce). Umé&rn& tomu i zaplati.

P> Zatim bez znalosti modeld aukci.

> PYedpokladame, Ze b; < x;. Kli¢ové bude spravné urdit x;.

» Mnohdy se stane, Ze hra€ vyhraje, ale pak nenfi rad (pfili%
mnoho zaplati, pfedmét se ukdze méné& hodnotny, ...).

» Ocenéni ropnych vrtd, licenci na provozovani (nap¥. siti),
ocenéni akcii, ...

Pozn.: velmi slavna je situace aukéniho prodeje licenci na
provozovani 3G-mobilnich siti. V&tSinu evropskych telefonnich
operatoril tato aukce témé&¥ ekonomicky zlikvidovala [Klemperer].
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Aukce o 3G licence v Evropskych zemich [Klemperer]

Vynos z aukce vyjad¥eny v eurech na hlavu (ob&ana).

rok 2000 rok 2001
Rakousko 100 Belgie 45
Némecko 615 Dansko 95
Italie 240 Recko 45
Holandsko 170
Svycarsko 20

Velka Britdnie 650
Svycarsko: zvolilo anglickou aukci (inspirace z vysledkli UK), na
potatku bylo 9 zainteresovanych kupujicich a v prodeji 4 licence.
Po vysledku aukce v Italii ovsem slabsi hradi odpadli a zlstali 4
hra&i (na 4 licence!!l). Nakonec se ukdzalo, Ze p¥isluiné
ministerstvo nasadilo velmi nizkou "reserve price” (minimalni
vyslednou hodnotu), takZe hraci fakticky mohli utvofit koalici a
zatidit se dle znamych teorif.
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Co jsou pravidla aukce?

V ¢em spociva ten mechanismus?

Tvirce aukce specifikuje pravidla tykajici se:
» Zplsobu poddvani nabidek (sdzek) — jedna sizka (obélkova
metoda, angl. sealed-bid auction), postupné p¥ihazovani.

P> Zpusobu interakce mezi hra&i — vé&fejné€ nebo tajné podavané
nabidky.

» Zplisobu volby vitéze aukce — nap¥. hrac s nejvyssi nabidkou
(pokud je nabidka pouze jednorozmérna).

P> Zpusobu zaplaceni za U&ast v aukci — vstupni poplatek, platba
za vysledek aukce.

P> Probereme zdkladni mechanismy intuitivné, pak Revenue
Equivalence Theorem a VCG-mechanismus.
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Tradi¢ni aukeni principy — Anglicka aukce (ascending

auction)

>
>
>
>

Asi nejzndméjsi forma aukce.
Hradi se sejdou na verejném misté, kde prob&hne aukce.
Prodavajici stanovi vyvolavaci cenu.
Hradi cenu potvrdi svym zajmem, p¥ipadné sekvenéné cenu
navysuji. Nabidky poddvaji vefejné.

» Hrac i s podanou nejvy33i nabidkou bj" se stane vitézem

aukce.

» Vit&z aukce i zaplati b{". Ostatni neplati nic.
Z¥ejmé nejobliben&jsi mechanismus verejné aukce. Je povazovan za
nejférov&jsi. UkaZeme si, Ze (teoreticky) nevede k maximalnimu
vynosu z aukce.

Vsimnéme si, Ze kazdy hra¢ miZe prihodit libovolné malé A, aby
navysil pfedchozi nabidku. Vyplyne z toho, Ze vitéz plati cenu,
ktera se fakticky rovna druhé nejvyssi nabidce.



Anglicka aukce - platba

Vitéz aukce:

. N
i* = arg max[b]

Platba hraci za udast v aukci:

Zisk hrade z aukce:

Vynos z aukce:

ut = b,‘*
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Anglicka aukce v podani E-bay

» Hra& stanovi svou pracovni maximdlni nabidku b;".
» AukZni arbitr (robot) nastavuje automaticky stav aktudlni
nejvy&si nabidky bM s pfichodem nové nabidky
» bM je druha nejvy%si nabidka plus A.
» Postupnym pt¥ihazovanim pouze zjistim do¢asn& nejvyssi
ptredchozi nabidku protihrace.
> Aukce kon&i vypréenim €asového limitu s vyslednou cenou b™.
Ztejmé vitéz aukce nastavil b™ > pM.
P Vitéz tedy plati druhou nejvyssi cenu. Je to elektronickd
forma anglické aukce.
» Rozsifujici atributy: reserve price (je tajnd aZ do okamziku
jejiho prekroZeni (?7)).
Raciondlni chovéni v e-bay aukci: zvolte si opravdové (naprosto
pravdivé a realistické) vase ocen&ni zboZi x;, nastavte b = x; a
dal se na aukci radgji nedivejte.
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Holandska aukce (descending auction)

» Byla zavedena na trzich s kv&tinami (pouZzivdno u
"sp&chajicich” komodit — nap¥. ryby).

» Proddvajici ohldsi vyvoldvaci (potsteni) cenu b°. Necht
k =0,1,... oznaluje aktudIni kolo aukce.

> Pokud existuje kupujici, ktery za tuto cenu b* chce koupit
(stane se vitézem), aukce kon&i a kupujici zaplati b,

» Jinak prodavajici sni# cenu b¥ o A a v daléim kole ohlasi
cenu bAT = pk — A,

Tato aukce je velmi G¢inna.

Otézka: bude kupujici reagovat v kole k, kdy b* ~ x;? Co by tim

ziskal? Hradi zfejmé& nechaji cenu "vhodné” klesnout pod x;.
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All-pay auction

Hradi vsadi svoje sdzky b;.
Vitézi klasicky nejvyssi sdzka max;[b;].
KaZdy ovsem zaplati svou sazku y; = b;.

Modeluje &asto reklamu, lobbying, pfedvolebni kampang (v3e s
charakterem Véziiova dilematu).

» Raciondlni chovéani v této aukci: pokud se do aukce dam, pak
je pro mé racionalni vsadit absolutni maximum b; = x;.

» Diikaz [Krishna, p.32]

Je tu jistd podobnost s " Shubikovou aukci o dolar” (model
investovani do n&eho). Hradi nejsou schopni odhalit okamzik, kdy
je 1épe pfiznat ztratu a odstoupit z aukce.

Pozn.: Obskurni formy "aukc” — bonus.cz

Martin Hruby Teorie aukci



Zakladni formy aukci

P> Vefejnd vzestupna drazba — anglickd aukce. Japonska aukce.
P> Vefejnad sestupna drazba — holandskd aukce.
» Tajna drazba s prvni cenou (First-Price Sealed-bid Auction).

» Tajnd drazba s druhou cenou (Second-Price Sealed-bid
Auction).

Jsou n&které z nich strategicky ekvivalentni (z pohledu kupujiciho)?

Theorem

Vefejna sestupnd draZzba (holandska aukce) je ryze strategicky
ekvivalentni s tajnou draZbou s prvni cenou.

Vefejnd vzestupna drazba (anglickd aukce) je slabé strategicky
ekvivalenti s tajnou draZbou s druhou cenou.

Dikazy vyplynou z dalsi slajdd.
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Ekvilibrium v zakladnich aukcich

> Vefejné aukce nds nyni strategicky nezajimaji (anglickd vibec
ne, holandska v podani tajné s 1st cenou).
» Zndme (ptedpokldddme) strategickou ekvivalenci mezi
vefejnymi a tajnymi aukcemi.
» UkdZeme si ekvilibrium (tzn. Nashovo) v tajnych aukcich
(first-price, second-price).
> Strategicky jednodussi je second-price aukce.
» UkdZeme, Ze je strategicky nemanipulovatelnd (Vickrey).
> Ukdzeme, Ze hraéi nemusi zkoumat tajné ohodnoceni x; svych
protihraga
» UkdZeme, Ze m3 nejvy8i vynos (aZ na revenue-equivalence
theorem).

» Je zdkladem multi-object aukci s margindIni cenou
(market-clearing price).
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Strategicka nemanipulovatelnost v aukcich

Definition

UvaZujme mnoZinu hrd¢d N a vektor (x;)ien jejich tajnych
ohodnoceni pfedmétu aukce.

Auk&ni mechanismus je strategicky nemanipulovatelny, pokud
Z4dny hra¢ i jednotlivé nezlepsi sviij vysledek (rozdil mezi p¥ijmem
a platbou), kdyZ podd sazku jinou neZ je x;.

Podobné v ostatnich ¢dstech Mechanism designu: skute¢nd
preference, prezentovana preference, vysledek mechanismu, uZitek
pro hrace.
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Formalizace aukce

Definition

Aukce s jednim nedélitelnym pfedmétem koupé je strategicka
situace s N hra&i (mnoZina hraca Q), kde kazdy hra¢ ma pro
predmét aukce své tajné privatni ohodnoceni x;. Mechanismus
aukce specifikuje volbu vitéze aukce /* a ¢astku, kterou kazdy hrac
musi zaplatit y;.

Za standardni aukci povaZzujeme aukci, kde vitézem je hrac s
nejvy3si podanou nabidkou (a hra€ s nulovou sazkou plati 0).

Z pohledu Mechanism design je volba vitéze (a platby hraa)

mechanismem specifikovanym Funkci veFejni volby (social choice
function).
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Tajna aukce s druhou cenou (Vickrey auction)

Hra¢ se stane vitézem, pokud nabidne nejvyssi cenu.

Definition
Necht je vitézem aukce hra¢ i s nejvyssi deklarovanou cenou b; a
necht zaplati druhou nejvy%$i deklarovanou cenu

* = max [b;
d jeo\{i}[ d

Deklarovand cena: b; = x;.
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Tajna aukce s druhou cenou

Theorem
Pro kaZdou sdzku by, by, ..., by a kaZdou jinou b, necht u; je
uZitek i-tého hra&e pki hrani b; a u) je jeho uZitek pFi hrani b.. Pak
uj > ul.

William Vickrey (1960)

William Vickrey — Nobelova cena (1996). Hra¢ je tedy na tom
slabé lépe, pokud sazi své pravdivé ohodnoceni pfedmétu aukce.

Rothkopf, M.H., 2007. Thirteen Reasons Why the

Vickrey-Clarke-Groves Process Is Not Practical. Operations
Research, 55(2), pp.191-197.
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Diikaz Vickreyova teorému

Proof.

PYedpokladejme, Ze hral i p¥i své sdazce b; vyhraje a zaplati
(druhou nejvy%si) cenu y*. Jeho zisk je tedy u; = b; — y* > 0. P¥i
mozné manipulaci b} > y*, i je stdle vit&zicim hraem a v} = u;. V
druhém p¥ipadg, kdy b} < y*, i prohraje a v’ =0 < w.

Pokud hra¢ i p¥i sdzce b; prohraje, pak uj = 0. Pak je vitéz

J € Q;j # i sesazkou b; > b; (nebo lépe b > b;). Pro b} < b;
hrd¢ i stale prohrdva a u} = 0. Pro bl > b; (nebo striktn& vy33i), i
vyhravé a plati y* = b;, ale jeho zisk je u} = b; — b; <0, tzn.

ut < uj. O
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Historicky prvni sealed-bid 2nd price aukce

Koresponden¢ni aukce zndmek, 1893, Wainwright & Lewis, of
Northampton, Massachusetts (citovano z David Lucking-Reiley:
Vickrey Auctions in Practice: From Nineteenth Century Philately
to Twenty-first Century E-commerce).

Catalogue of a Collection of U.S. and Foreign Stamps To be sold
WITHOUT RESERVE except where noted. Bids will be received
up to 4 PM., May 15, 1893. Bids are for the LOT, and, contrary
to the usual custom in sales of this kind, we shall make this a
genuine AUCTION sale; that is to say, each lot will be sold at an
advance of from 1c to 10c above the second highest bidder.
Address all bids to Wainwright & Lewis, Northampton, Mass.
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Vybérova Fizeni na dodavku ...

» Vybérova Fizeni (klient, dodavatelé) jsou také aukce — nap¥.
pohotovost v totivych rezervach (CEPS).

> B&7n& nebyva pak kontraktovand cena dodrZena (stavby).

> Modelem toho mize byt aukéni mechanismus demonstrovany
M. Shubikem (dollar auction, 1971, Journal of Conflict
Resolution).

» PYedpokladejme aukci, kdy vitéz zaplati svou cenu, ale svou
nabidnutou cenu zaplati i hra¢ na druhém misté.
> Jak by potom dopadla "dollar auction”? P¥i redlném
experimentu [Shubik] byl dolar vydrazen za 3.xx dolary.
» Shubikova aukce modeluje " p¥eplaceni” u investorskych
projekti (stavby, vyvoj Concorde)
» Soutasné je vysvétlenim mnoha spoleensko/psychologickych
jevil, kde se u&astnik aukce stane "zainteresovanym” a nuti ho
to déle investovat (sledovani TV po¥adi).
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Multi-Object aukce

v

PYedpokladejme n kust (kapacity) zboZi v aukci.
Hraki podavaji nabidky ve formdtu (mnoZstvi, cena)
Nabidky jsou sefazeny sestupn& podle ceny a jsou
zobchodovany aZ do kapacity n.
Kolik vitézni hra&i zaplati? Svoji cenu nebo jednotnou
(margindlni, market-clearing price) cenu.
Aukce s margindlni cenou je multi-object varianta Vickreyovy
aukce (2nd price, po zobecnéni VCG mechanismus).
B&Zné aukce na dodavku elekt¥iny, ndkup pteshrani¢nich
profild (hra&i tvofici margindlni cenu, hra&i sizejici limitni
cenu).

» Na téchto trzich probihd uz opravdovy "gambling”.
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P¥iklad komplikovanéjsi aukce — FlowBased-aukéni
mechanismus

> PYedpokladejme aukci o pfeshrani¢ni elektrické vedeni mezi
dvéma zemémi tr — t;.

> Pfedpokladejme fyzikalni zakony toku elekt¥iny v obvodu.

> Je zaveden centralizovany aukZni systém na ptidélovan{
prenosové kapacity.
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Ekvilibrium v aukci s prvni cenou

Tajnd aukce s prvni cenou (nebo ekvivalentni Holandska vetejnd
aukce) je strategicky ndrogn&jsi nez Vickreyovské mechanismy.

Hrac zfejmé nebude sizet b; = x;, protoZe by nikdy nedosahl
u; > 0. Nejspi$ bude jeho sazka zaviset na odhadu ocenéni x; jeho
protivniky.

PYedpokladame: Hraci ocefiuji véc v intervalu (0,w). Ohodnoceni
véci hrati je déno distribu¢ni funkci F na intervalu (0, w).
Pf¥edpokladame symetrii mezi hraci, tzn. F je pro vSechny hrace
stejnd a F je common knowledge.
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Ekvilibrium v aukci s prvni cenou

Theorem

Méjme N nezdvislych hrdci s privatnim ohodnocenim x;, které je
rovnomérné distribuovdno na (0,w). Pak je symetrickym
Nashovym ekvilibriem hrat:

Diikaz [Krishna] (projekty).

Toto symetrické Nashovo eq. pfedpoklada risk-neutral hrace (to
zatim nezkoumdme).

Martin Hruby Teorie aukci



P¥iklad: Ekvilibrium v aukci s prvni cenou

Pfedpokladejme tajné symetrické ohodnoceni pfedmétu
rovnom&rnym pravdépodobnostnim rozloZenim na intervalu (0, 1).

Pokud je mé ohodnoceni napf. x; = 0.8 a N = 2, pak je mij
olekavany zisk dan:

by | m1 = pravdépodobnost vyhry xu;
0.8 0.8*0

0.7 0.7*0.1=0.07

0.6 0.6*%0.2=0.12

0.5 0.5*0.3=0.15

0.4 0.4*%0.4=0.16

0.3 0.3*0.5=0.15

0.2 0.2*%0.6=0.12
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Ekvilibrium v aukci s prvni cenou Il.

Theorem

Méjme N nezavislych hraci s privatnim ohodnocenim x;, které je
exponencidlné& distribuovano na (0,00). Pak je symetrickym
Nashovym ekvilibriem hrat:

Je-li F(x) =1 —exp(—Ax) pro A >0, N =2, pak:

1 x exp(—Ax)
) =5 T ()
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Dalsi témata aukci

» Vliv rizika na chovani hra¢l — jak hraci chapaji své riziko v
aukci (riziko nedsp&chu).

» Revenue Equivalence Theorem — za jistych okolnosti
(vztaZeno k riziku) jsou viechny zdkladni aukce strategicky
ekvivalentni (ndvrha¥ mechanismu si zjednodusi praci).

» Vickrey-Clarke-Groves mechanismus — matematické zdklady
"Vickrey auction”.
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Vztah k riziku

Iy 7

» Risk-neutral, Risk-averse (nesna¥i riziko), Risk-seeking
(vyhledava riziko).
» Risk-averse hra¢ nema vztah mezi ziskem a uZitkem linedrni.

» P¥iklad: Je nabidnuto 50 pen&z nebo 50% ziskani 100 pen&z.
Risk-averse hra¢ vezme 50 penéz, risk-seeking hrd¢ vezme
ganci 50% na ziskani 100 pené&z a risk-neutral je indiferentni
mezi obéma.

» Prodévajici (ndvrhd¥ mechanismu) by si mé&l v&imat vztahu
kupujicich k riziku, protoZe v p¥ipadé 1st-aukce ma vyznam
pro volbu 3'(x).
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Ekvilibrium v aukci s prvni cenou s ohledem na riziko

Pristup k 3/(x) je pro hrage volbou jeho strategie. Profil
(B! (x1), B'(x2), ...) je NE, protoze #adny hra& nezvy¥i zviij uzitek
volbou jiného pfistupu.

Ekvilibrium pro risk-neutral hrage (pouze maximalizuji zisk):

N—-1
B'(x) = x
Ekvilibrium pro risk-averse hrae s koeficientem a € (0, 1) nebo
oa=1.
,BI(X) — x©

Ekvilibrium pro risk-seeking hrace: (najdéte v literatufe, projekty)
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Revenue Equivalence Principle

P> Zndme racionalni chovani kupujicich v aukci — tzn., jakou maji
zvolit strategii v zadaném auk&nim mechanismu.

» Jaka je ov8em pozice proddvajiciho? Volba pravidel aukce je
zplisobem jeho strategického rozhodovani.

» | proddvajici pfemysli o situaci: jaké ohodnoceni maji hraci?
Jaky maji vztah k riziku?

P> Revenue = vynos aukce pro proddvajiciho.

» Budeme predpokldadat standardni aukce — aukce, kde vitéz je
ten, co vsadil nejvic (opag&nym ptikladem je loterie s losy, kde
se Sance zvitézit zvysuje s poltem zakoupenych losi, ale vitéz
mize byt kdokoliv).

Ukazeme, Ze za jistych okolnosti (nepfili§ nepravdépodobnych) jsou
v8echny aukéni mechanismy ekvivalentni z pohledu vynosu aukce
(zaruZuji shodny otekdvany vynos aukce).
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Revenue Equivalence Principle

Porovnejme 1st a 2nd price aukce, kde jsou dva hradi s
ohodnocenimi a a b, a, b je rovhom&rn& rozlozeno na (0,1).

Vynos y; = min(a, b) a y;' = max(a/2, b/2).
Jaké jsou oviem otekdvané (pravd&podobnostni) vynosy?

E(vi) = Ei) = 5
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Revenue Equivalence Principle

Theorem

Predpoklddejme risk-neutral hrd¢e. Maji-li symetrické a nezavislé
privatni ohodnoceni pfedmétu aukce, aukce je standardni a
zarucuje nulovou platbu hrali deklarujicimu nulové ohodnocen.
Pak je vynos aukce p¥i aukci s prvni cenou shodny s aukci s
druhou cenou.

Obecné vzato pak nezdleZi na typu aukéniho mechanismu.
Priimé&rny olekavany vynos z aukce bude vZdy stejny.

Hraji-li risk-neutral hradi, je z hlediska otekavani vynosu
jedno, zda volime 1st nebo 2st price aukci.
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Rozdil vynosii mezi 1st a 2nd price aukcemi pfi risk-averse

hracich

Theorem

Predpoklddejme risk-averse hrace. Maji-li symetrické a nezavislé
privatni ohodnoceni pfedmétu aukce, pak je vynos aukce pFi aukci
s prvni cenou vy$si neZ u akce s druhou cenou.

Hraji-li risk-averse hradi, je Iépe volit 1st price aukci.
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Vickrey-Clarke-Groves mechanismus

> W. Vickrey v roce 1961 publikoval navrh aukce s druhou
cenou, kde ukdzal, Ze je nemanipulovatelnd (hra¢ deklarujici
nepravdivé ohodnoceni pfedmétu neziska vic).

» Clarke (1971) a Groves (1973) tuto myslenku zobecnili do
VCG-mechanismu.

» Budeme VCG-mechanismus definovat.

v

UkdZeme, Ze je strategicky nemanipulovatelny.
> UkaZeme aplikace.
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Pfedpokladejme mnoZinu alternativ A.
Kazdy hra¢ deklaruje svou ohodnocovaci funkci

vi:A—=R
Hrac dava funkci v; vefejné najevo, jak si ceni jednotlivé

alternativy a € A.

MnoZina v8ech ohodnocovacich funkei hrace je V; (je to totozné s
Si u strategickych her). Mize nam sdélit libovolny postoj
v; € V;, my chceme jeho pravdivy postoj.

Déle definujeme v = (v1, va, ..., vy) jako profil, v € V,
V=V, x Vo x ... x V. Podobné chapeme V_; a v_;.
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Mechanismus (direct revelation)

Definition

Mechanismus je dan funkci vefejné volby f: Vi x ... x Vy —> A a
vektorem plateb ps, ..., pn, kde pi: Vi X ... X Vy — R je &3stka,
kterou zaplati hrac i.

Pak priibéh:
P Hraci sdéli své ocenéni, tzn. postoje v; € V; viidi riiznym
alternativam a € A.

» Funkce vefejné volby rozhodne, kterd alternativa a € A se
zvoli.

» Urdi se pro kazdého hrade i € @, kolik zaplati —
pi - V1 X ... X VN.
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Nemanipulovatelnost mechanismu

Definition

Mechanismus (f, p1, ..., py) se nazyvd nemanipulovatelny
(incentive compatible, strategy-proof), pokud pro kazdého hré&e i,
pro kazdy profil v € V (pravdivé ohodnoceni) a kazdé v/ € V;,
pokud vime, Ze a = f(v;,v_;) a @ = f(v/,v_;), pak plati

vi(a) = pi(vi, v—i) > vi(a") — pi(vi, v—i)
Stale dokola: pokud hra€ ¥ikd pravdu, neni na tom h{¥ neZ kdyz
|Ze.
Kde je zdroj manipulace?

Co ndm to miZe pfipominat?
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VCG-mechanismus

Hleddame takovou funkci vefejné volby f, aby v dané situaci
vybirala vefejné optimum, tzn. max,ea >, vi(a).

Definition
Mechanismus (f, p1, ..., pn) se nazyvd Vickrey-Clarke-Groves
mechanismus (VCG), pokud:

» { maximalizuje spolelensky uZzitek, tedy

f(vi,...,vn) € arg max [Z v,-(a)]

1

» pro sadu funkci hy, ..., hy, kde h; : V_; = R, definujeme

pi(vi,...,vn) = hi(v—;) — Z vi(f(vi, ..y viv))
J#i
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VCG-mechanismus

pi(ve, - vn) = hilvei) = > vi(F(v, ., viy))
J#i
Jinak ¥eceno, platba za Gcast ve hte je dana slozkami:

» hi(v—;), tedy platby, o které rozhodne mechanismus z
kontextu v_;

> —> 2 vi(f(vi, ..., vn)), tedy slevou hodnoty, kterou
protihraci deklaruji jako jejich p¥inos z volby vitézné
alternativy.
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VCG-mechanismus (nemanipulovatelnost)

Theorem
KaZdy VCG-mechanismus je strategicky nemanipulovatelny.

Hrag, ktery deklaruje nepravdivé ohodnoceni, neziska vic.

Jak miZe hra& manipulovat volbu? Svou deklaraci v; € V: snaha o
ovlivnéni prvniho a druhého &lenu platby.

Dikaz [Nisan, p. 219]
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Clarke Pivot Rule

Trochu jsme odsunuli problém jeho pfevedenim na formulaci funkci
{hi(v—i)}ieq-
Definition
» Mechanismus je (ex-post) individudln& raciondlni, pokud hraci
vzdy ziskaji kladny zisk (tedy i nulovy). Formaln&, pro vdechny
veVv(f(v))—pi(v) >0;VieQ.
» Mechanismus nemd Zadné postranni platby, pokud zadny hrac
platbou neziskd. Formalng, Vv e V :Vie Q : pi(v) >0 (p;
nedavd zdporné hodnoty platby).

Hra¢ i u&asti ve hte ziskava u;i(v) = vi(f(v)) — pi(v), tzn. jak si
ceni vysledku f(v) po odettu platby p;(v).
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Clarke Pivot Rule

Definition
Clarke pivot platba je

hi(v-;) = max Z vj(b)
JF
Potom je platba hrace v profilu v € V dana
pi(v) = max ) vi(b) = > _v(a)
J# J#i
kde a = f(v).

Hra¢ zaplati do systému &astku, kterda se rovnd celkové skodg,
kterou ostatnim zpdsobil.
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Clarke Pivot Rule

Lemma
VCG mechanismus s Clarke pivot platbou nezpisobuje Zddné

postranni platby. Pokud je vi(a) > 0 pro vSechny v; € V; a a € A,
pak je také individudlné racionalini.
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VCG mechanismus — single-object aukce

» A= {winsj|i € Q} — kdo ma vyhrit.

> Kazdy hrac hodnoti své vitézstvi kladné, vitézstvi jiného
nulové:

> Vi = {vi|vi(wins;) > 0;Vj # i : vi(wins;) = 0}

» Pokud ma hra¢ v planu deklarovat pouze cenu x;, pak je
vi(wins;) = x;, vi(winsj) =0 Vj # i. Jinak miZe deklarovat
daldi funkce v,-l, v,-2,...

» VCG mechanismus s Clarkovym pivotem ndm dava p¥esné
Vickreyovu aukci.
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VCG mechanismus — single-object aukce

M&jme situaci ti hraca, tzn. A ={1,2,3}, kde
x1 = 10,x0 = 15, x3 = 4. Nasleduje jeden mozny profil v:

iJAT1]2]3
vi(a) |10 0 [ O
w(a) | 0 |15 |0
vs(a)| 0 | O | 4

f(v) = 2 je zvolena alternativa "vyhral 2". Platby hra&d jsou:
p1(v) = max|0,15,4] —15=0

p2(v) = max[10,0,4] — 0 =10

p3(v) = max[10,15,0] —15=0

Zkusme to manipulovat. HraZ 2 nezlepsi sviij vysledek manipulaci.

Zkusme hrage 1: a) v1(1) =16, b) v1(2) =5, ¢) vi(2) = —6.
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VCG mechanismus — stavba vefejné prospésného objektu

VlIada planuje zbudovat objekt o stavebnich nakladech C, pokud
Zi vi > C.
» Ptedpokladdme hrace v; > 0, ale je p¥ipustné i v; < 0
» Problémem je oznamit pivotni pravidlo takové, aby hraci méli
potfebu pravdivé deklarovat sva v;
» Clarke pivot: hra¢ i s v; > 0 zaplati nenulovou &astku pouze
tehdy, je-li pivotnim hraéem, tzn.:
> D iV = C a soucasné ZjeQ v; > C. V takovém pftipadé
zaplati p; = C — Z#,- vj.
> Hra¢ se zdpornym ohodnocenim zaplati nenulovou &astku
pouze, kdyz > ;. vi > Cad ;v < C pakpi =3, vi—C.
BohuZel vZdy bude platit ), pi < C.
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VCG mechanismus — stavba vefejné prospésného objektu

Situace je jind, nez u ptikladu se Shapleyho hodnotou (tady hra&i
nemusi dat v sum& C). M&me t¥i hrace vi = 10,vo = 5,v3 =4,
Cc=17.

P1 = 17—-9=28

P2 = 17-14=3

p3=17—-15=2

2P =13

Mechanismus je odolny proti manipulaci, nebot pokud v; = 8, pak
p; =17 — 9. P¥i v{ = 7 se stavba jiZ nepostavi.

Jak to dopadne p¥i v = (20,5,1)7

Dal3i ptiklady kap. 9.3.5. [Nisan, s. 220]. Model: cost-sharing.
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» Third-price auction.

» Nesymetrické distribu¢ni funkce ohodnoceni hradi.
» Modelovani risk-averse hraca.

> Multi-object aukce.
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» Evoluéni teorie her.
> Case-study: modelovani energetickych trhii v CR a st¥edni
Evropé.

> Zavéretné opakovani.

Martin Hruby Teorie aukci



