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Úvod

Čerpáno z:

◮ Fudenberg, D., Tirole, J.: Game Theory, The MIT Press, 1991

◮ Osborne, M., Rubinstein, A.: A Course in Game Theory, The
MIT Press, 1994

Úvod:

◮ Strategické hry a základńı pojmy. Ryźı (pure) strategie.

◮ Best response - BRi(s−i ) ⊆ Si , i ∈ Q, s−i ∈ S−i .

◮ Ryźı Nashovo ekvilibrium (PNE) - s∗ ∈ S , žádný hráč nemá
si ∈ Si , že Ui(si , s

∗
−i ) > Ui(s

∗).

◮ Očekávaný zisk a s ńım spojené sḿı̌sené chováńı.
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Př́ıklad hry bez PNE: Matching pennies

Každý hráč má penny. Tajně otoč́ı svoje penny na heads/tails (t́ım
voĺı strategii).

A/B heads tails

heads 1,-1 -1,1

tails -1,1 1,-1

◮ Jak se zachovaj́ı hráči, pokud nemaj́ı PNE?

◮ Co znamená, že neexistuje PNE?

◮ Budou hráči umět hru hrát? Uḿıte hrát kámen-nůžky-paṕır?

◮ Zopakujme si, že TH je analytický nástroj pro zkoumańı

interakćı.

◮ Hráči hru hraj́ı, rozhoduj́ı se, takže muśı existovat jej́ı
matematický model.
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Př́ıklad hry bez PNE: Matching pennies

A/B heads tails

heads 1,-1 -1,1

tails -1,1 1,-1

Sledujme řádkového hráče. Ryźı BR jsou jasné.

◮ Pokud sloupcový hraje (12 ,
1
2), pak je řádkový indiferentńı (ve

svých očekáváńıch) v̊uči oběma svým strategíım.

◮ Řádkový může jednorázově hrát cokoliv z (p, 1− p),
p ∈ 〈0, 1〉. Hráči očekávaj́ı výsledek 0.

◮ Může řádkový zvýšit svá očekáváńı výsledku, resp. může pro
sebe garantovat lepš́ı výsledek? Pokud řádkový vyboč́ı z
rovnovážné strategie na např. (34 ,

1
4), pak se měńı sloupcového

BR.
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Př́ıklad hry bez PNE: Matching pennies

A/B heads tails

heads 1,-1 -1,1

tails -1,1 1,-1

Pokud řádkový vyboč́ı z rovnovážné strategie na např. (34 ,
1
4), pak

se měńı sloupcového BR.

πs((
3
4 ,

1
4), heads) = −3

4 +
1
4 = −1

2
πs((

3
4 ,

1
4), tails) =

3
4 −

1
4 = 1

2
... tud́ıž je sloupcového BRs((

3
4 ,

1
4)) = tails. Pak sloupcový hraje

tails.
πr ((

3
4 ,

1
4), tails) = −3

4 +
1
4 = −1

2
Řádkový nezlepšil svá očekáváńı (ani výsledek), naopak zhořsil z 0
na −0.5, když vybočil z rovnovážné strategie.
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Vždy nás zaj́ımá Best-Response

a b

c 3,2 1,3

d -1,4 2,1

π1(p, q) = 5pq − p − 3q + 2 , π2(p, q) = −4pq + 2p + 3q + 1
Funkce π1(p, q), kde hráč přemýšĺı o nejlepš́ım p ∈ 〈0, 1〉.

BR1(q =
(

1
10 ,

9
10

)

) ⇒ −0.5p − 0.7 ⇒ p := 0, tj. voĺı d
Problém: BR2(d) = {a}, tj. U1(d , a) = −1, tj. uhne do a.

BR1(q =
(

9
10 ,

1
10

)

) ⇒ 3.5p − 0.7 ⇒ p := 1

BR1(q =
(

1
5 ,

4
5

)

) ⇒ 5p · 0.2− p − 3 · 0.2 + 2 = 1.4
Zde již BR neńı závislé na p, tzn. BR1(q = 0.2) = ∆1.
MNE = (σ∗

1 , σ
∗
2) =

((

3
4 ,

1
4

)

,
(

1
5 ,

4
5

))
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Výpočet sḿı̌sené rovnováhy analyticky

a b

c 3,2 1,3

d -1,4 2,1

p je pravděpodobnost hrańı strategie a, tzn. 1− p je prst hrańı b.
Podobně q.
πi je funkce v proměnných p a q, hledáme jej́ı extrém podle p, ∂π1

∂p
.

π1 = 3pq+1p(1−q)−1(1−p)q+2(1−p)(1−q) = 5pq−p−3q+2

∂π1

∂p
= 5q − 1 ⇒ q =

1

5

π2 = 2pq+3p(1−q)+4(1−p)q+(1−p)(1−q) = −4pq+2p+3q+1

∂π2

∂q
= −4p + 3 ⇒ p =

3

4
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Sḿı̌sené strategie

Zavedeme pravděpodobnostńı rozš́ı̌reńı do strategíı, očekávaných
zisk̊u a rozhodováńı.

Definition
Mějme hru Γ. Vektor pravděpodobnost́ı σi = (σ1

i , σ
2
i , ..., σ

|Si |
i ) se

nazývá sḿı̌sená strategie hráče i ∈ Q ve hře Γ, pokud plat́ı:

◮ σ
j
i ∈ 〈0, 1〉 pro všechna 1 ≤ j ≤ |Si |

◮
∑|Si |

j=1 σ
j
i = 1

Podobně, jako pojem profil, zavád́ıme i sḿı̌sený profil jako vektor
sḿı̌sených strategíı, tedy σ = (σi )i∈Q , kde σi je sḿı̌sená strategie
hráče i ∈ Q.
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Sḿı̌sené strategie

Sḿı̌senou strategii σi hráče i interpretujeme jako předpoklad, že
hráč i použije svou ryźı strategii sj ∈ Si (zde výjimečně chápejme

Si = (s1, s2, ..., s|Si |) jako vektor) s pravděpodobnost́ı σj
i .

Sḿı̌sená strategie je zobecněńım ryźı strategie, neboť
σi = (σ1

i , σ
2
i , ...) = (1, 0, ...) vyjadřuje ryźı strategii s1i .

Notace: σ je sḿı̌sený profil, s ∈ S , si ∈ Si pro nějaké i ∈ Q

◮ σi (si) je pravděpodobnost, že hráč i bude hrát si při σ (resp.
σi )

◮ σi (s) je ekvivalentńı zápis
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Sḿı̌sené rozš́ı̌reńı hry v normálńı formě

Definition
Mějme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q ; {Ui}i∈Q).
Hru Γm = (Q; {∆i}i∈Q ; {πi}i∈Q) nazveme sḿı̌seným rozš́ı̌reńım
hry Γ, pokud ∀i ∈ Q:

◮ ∆i je množina sḿı̌sených strategíı hráče i (vektory délky |Si |).
σi ∈ ∆i . Č́ıslo σi(si ) označuje pravděpodobnost přǐrazenou
ryźı strategii si ∈ Si ve strategii σi . Celkově ∆ =

∏

i ∆i .

∆i =







σi ∈ 〈0, 1〉mi |
∑

si∈Si

σi(si ) = 1







;mi = |Si |

◮ Výplatńı funkce hráče i

πi(σ) =
∑

s∈S

Ui(s) ·





∏

j∈Q

σj(sj)




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Očekávaný zisk (Expected payoff) ve sḿı̌sených strategíıch

Připomeneme, že v ryźıch strategíıch při profilu s ∈ S je očekávaný
zisk hráče i dán: πi(s) = Ui(s).

Vektor σ = (σ1, σ2, ..., σN ) je sḿı̌sený strategický profil hráč̊u ve
hře. Pokud hráči i nehraj́ı konkrétńı (ryźı) strategii si ∈ Si , pak
muśı být očekávaný zisk hráče i ∈ Q v profilu σ dán
pravděpodobnostńım váhováńım přes všechny ryźı profily s ∈ S .

πi (σ) =
∑

s∈S

pmix(s, σ) · Ui (s)

kde pmix(s, σ) je pravděpodobnost profilu s ∈ S při sḿı̌sené
strategii σ:

pmix(s, σ) = Πi∈Qσi(si )
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Sḿı̌sené rozš́ı̌reńı hry v normálńı formě

Připomeňme definici sḿı̌seného Nashova ekvilibria (MNE):

Definition
Sḿı̌sený profil σ∗ ∈ ∆ je ekvilibrium ve hře Γm, pokud plat́ı pro
všechny i ∈ Q:

σ∗
i ∈ BRi(σ

∗
−i)

BRi(σ−i ) = arg

[

max
σi∈∆i

πi(σi , σ−i )

]

Pozn.: Předpokládáme, že výsledkem operace BRi(σ−i) je
podmnožina ∆i . Množina ∆i má jiný charakter než Si ! Z toho
plyne.: hráč i je v kontextu sub-profilu σ−i indiferentńı mezi všemi
σi ∈ BRi(σ−i).

Otázka: Jak je velká množina BRi(σ−i )?
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Expected payoff: p̌ŕıklad

Pedro/Juana Box Balet

Box 3,1 0,0

Balet 0,0 1,3

σ∗ =
((

3
4 ,

1
4

)

,
(

1
4 ,

3
4

))

Pedro/Juana Box Balet

Box 3
16

9
16

Balet 1
16

3
16

3

16
+

9

16
+

1

16
+

3

16
=

16

16
= 1

πPedro(σ
∗) = 3 ·

3

16
+ 1 ·

3

16
=

12

16
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Expected payoff: p̌ŕıklad

Pedro/Juana Box Balet

Box 3,1 0,0

Balet 0,0 1,3

σ∗ =
((

3
4 ,

1
4

)

,
(

1
4 ,

3
4

))

πPedro(Box , σ
∗
−i ) = 3 ·

1

4
= 1 ·

3

4
= πPedro(Balet, σ

∗
−i)

V MNE σ∗ bude platit, že je hráč indiferentńı v̊uči všem svým
ryźım strategíım, kterým jeho sḿı̌sená strategie σ∗

i přǐrazuje
nenulovou pravděpodobnost.
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NE ve sḿı̌sených strategíıch – MNE (Mixed Nash

Equilibrium)

Fakticky stejná definice jako pro PNE, ovšem se zavedeńım
expected payoff (pouze zobecněńı).

Definition
Mějme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q ; {Ui}i∈Q). Sḿı̌sený profil σ∗ ∈ ∆
nazveme sḿı̌sené Nashovo ekvilibrium ve hře Γ, pokud plat́ı pro
všechny hráče i ∈ Q a všechny možné sḿı̌sené profily σ ∈ ∆:

πi(σ
∗) ≥ πi(σi , σ

∗
−i )
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Sḿı̌sené ekvilibrium: p̌ŕıklad

A/B L R

T 1,3 2,1

B 2,1 1,4

σ∗ =

((

3

5
,
2

5

)

,

(

1

2
,
1

2

))

πA(σ
∗) = 1.5

σ =

(

(1, 0) ,

(

1

2
,
1

2

))

πA(σ) = 1.5. Tj., řádkový může hrát stále T , pak ovšem poruš́ı
rovnováhu.
Při σ by B hrál něco jiného.
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Pochopeńı sḿı̌sených strategíı

BRi(σ−i) = arg max
σi∈∆i

[πi (σi , σ−i)]

Sḿı̌sená strategie σ∗
i hráče i je nejlepš́ı odpověd́ı na sḿı̌sený

subprofil σ∗
−i právě tehdy, když každá z ryźıch strategíı, kterým σ∗

i

přǐrazuje nenulovou pravděpodobnost, je nejlepš́ı odpověd́ı na σ∗
−i .

Ově̌rit na p̌ŕıkladech.

Hráč i je proto při hrańı σ∗
i v situaci σ∗

−i indiferentńı v̊uči všem
ryźım strategíım s nenulovou pravděpodobnost́ı (jsou pro něj
všechny stejně dobré).

To znamená, že pokud by byly dvě jeho ryźı strategie s i1, s
i
2 ∈ Si s

nenulovou pravděpodobnost́ı v rámci σ∗
i takové, že by

πi (s
i
1, σ

∗
−i ) > πi(s

i
2, σ

∗
−i), pak by σ∗ nebylo ekvilibrium.
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Pochopeńı sḿı̌sených strategíı

a b

c 3,2 1,3
d -1,4 2,1
e 4,1 -2,5

e je BR1(a), přesto se neúčastńı MNE; c neńı BR, ale v MNE je

c do MNE zanáš́ı sloupcový hráč, neboť na něj má vázáno b jako
BR
MNE = (σ∗

1 , σ
∗
2) =

((

3
4 ,

1
4 , 0

)

,
(

1
5 ,

4
5

))
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Věta o existenci Nashova ekvilibria

Theorem
Každá konečná hra má vždy alespoň jeden rovnovážný bod ve

sḿı̌sených strategíıch.

John Nash, 1951

Tento závěr publikoval John Nash ve své práci (Non-Cooperative
Games, The Annals of Mathematics 54(2)). Ukázal tak koncept
ekvilibria ve hrách s nenulovým součtem a současně dokázal, že
každá hra má nějaké řešeńı.

Důkaz si předvedeme ve 4. přednášce.
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Věta o existenci Nashova ekvilibria

Co znamená Nashova věta?

◮ Konečná hra = množiny strategíı hráč̊u jsou konečné.

◮ V́ıme, že konečná hra má vždy řešeńı. Zůstává ještě problém
ho naj́ıt.

◮ Máme-li bi-maticovou hru n× n, pak má tato hra až 2n−1 NE.

◮ v́ıce: Quint, T., Shubik, M.: A theorem on the number of
Nash equilibria in a bimatrix game, International Journal of
Game Theory, Volume 26, Number 3 / October, 1997

Theorem
Každá konečná hra má lichý počet Nashových ekvilibríı.
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Výpočet Nashova ekvilibria ve sḿı̌sených strategíıch

(MNE)

◮ Analýza strategických her ve sḿı̌sených strategíıch je stále
algoritmicky obt́ıžně řešitelný problém.

◮ Výpočet MNE je ve složitostńı ťŕıdě NP (v rámci výzkumu
algoritmizace výpočtu MNE byla zavedena specifická ťŕıda
PPAD ⊂ NP (Ch. Papadimitriou) a byly publikovány důkazy
o př́ıslušnosti výpočtu MNE v N-hráčových maticových hrách
k PPAD pro jistá N – zat́ım ne obecně). Obecně proto
přǐrazujeme výpočet MNE k NP složitosti.

◮ Předvedeme obecný předpis pro řešeńı dvouhráčových her a v
pozděǰśıch přednáškách daľśı složitěǰśı algoritmy.
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Výpočet řešeńı pro Matching pennies

A/B heads tails

heads 1,-1 -1,1 p

tails -1,1 1,-1 1− p

q 1− q

p, q jsou pravděpodobnosti strategie ”heads”, 1− p (resp. 1− q)
jsou pravděpodobnosti ”tails”.

Očekávané výplaty:
π1(p, q) = 1pq − 1p(1− q)− 1(1− p)q + 1(1 − p)(1− q)
π2(p, q) = −pq + 1p(1− q) + 1(1 − p)q − 1(1 − p)(1− q)
π1(p, q) = 4pq − 2p − 2q + 1
π2(p, q) = −4pq + 2p + 2q − 1
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Výpočet řešeńı pro Matching pennies

π1(p, q) = 4pq − 2p − 2q + 1
π2(p, q) = −4pq + 2p + 2q − 1

∂π1

∂p
= 4q − 2 = 0 ⇒ 4q = 2 ⇒ q =

1

2

∂π2

∂q
= −4p + 2 = 0 ⇒ −4p = −2 ⇒ p =

1

2

Hra má jediné řešeńı ve formě Nashova ekvilibria ve sḿı̌sených
strategíıch. Je to

s∗ =

((

1

2
,
1

2

)

,

(

1

2
,
1

2

))
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Obecný p̌redpis pro analytický výpočet MNE

Uvažujme hru dvou hráč̊u s množinami ryźıch strategíı S1,S2 a
pravděpodobnostńı proměnné p1, p2, ..., pm−1 a q1, q2, ..., qn−1, kde
m = |S1|, n = |S2|.

Odvod́ıme funkce pro očekávané výplaty
π1(p1, p2, ..., pm−1), π2(q1, q2, ..., qn−1).

Řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic:

∂π1

∂pi
= 0; 1 ≤ i ≤ m − 1

∂π2

∂qj
= 0; 1 ≤ j ≤ n − 1

Každé řešeńı této soustavy s pi ≥ 0, qj ≥ 0 splňuj́ıćı
∑

i pi ≤ 1,
∑

j qj ≤ 1 je rovnovážný bod zadané hry.
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Grafické řešeńı her

◮ Kresĺı se ”reakčńı ǩrivky” – pr̊uběh BR na nějakou strategii.

◮ Jejich pr̊useč́ık je ekvilibrium.
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Grafické řešeńı her

Zavedeme nejdř́ıve hru bez PNE (Colonel Blotto Game,
defender/invader, Mountain/Plains).

D/I M P

M 1,-1 -1,1

P -1,1 1,-1

Nechť σ1 = σ1(M) je pravděpodobnost, že obránce bude sťrežit
hory, resp. σ2 = σ2(M) útočńık napadne obránce přes hory.
Očekávané užitky hráč̊u:

π1(M, σ2) = σ2 − (1− σ2) = 2σ2 − 1
π1(P , σ2) = −σ2 + (1− σ2) = 1− 2σ2
π2(σ1,M) = −σ1 + (1− σ1) = 1− 2σ1
π2(σ1,P) = σ1 − (1− σ1) = 2σ1 − 1
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Konstrukce reakčńıch ǩrivek

π1(M, σ2) = σ2 − (1− σ2) = 2σ2 − 1
π1(P , σ2) = −σ2 + (1− σ2) = 1− 2σ2

BR1(σ2) =











M σ2 >
1
2

P σ2 <
1
2

{M,P} σ2 =
1
2

V situaci, kdy σ2 =
1
2 je naprosto řádkový hráč indiferentńı mezi

{M,P}. Z toho plyne, že

BR1(σ2) = ∆1
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Konstrukce reakčńıch ǩrivek, sloupcový hráč

π2(σ1,M) = −σ1 + (1− σ1) = 1− 2σ1
π2(σ1,P) = σ1 − (1− σ1) = 2σ1 − 1

BR2(σ1) =











M σ1 <
1
2

P σ1 >
1
2

{M,P} σ1 =
1
2
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Grafické nalezeńı ekvilibria, Colonel’s game
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Grafické nalezeńı ekvilibria, PNEs+MNEs

FBI/CIA King Obyc

King 2,2 0,1

Obyc 1,0 1,1
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Grafické nalezeńı ekvilibria, PNEs+MNEs

Sḿı̌sená strategie je předevš́ım reakce na preference protivńıka
(paradox). Mohli bychom si myslet, že v modifikované hře změńı
CIA své chováńı.

FBI/CIA King Obyc

King 2,4 0,1

Obyc 1,0 1,1

σ1 = BR1(σ2) =











K σ2 >
1
2

O σ2 <
1
2

[0, 1] σ2 =
1
2

σ2 = BR2(σ1) =











K σ1 >
1
4

O σ1 <
1
4

[0, 1] σ1 =
1
4
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Grafické nalezeńı ekvilibria, PNEs+MNEs

FBI/CIA King Obyc

King 2,4 0,1

Obyc 1,0 1,1

MNE = ((14 ,
3
4), (

1
2 ,

1
2))
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Algoritmické řešeńı konečných her

Definition
Mějme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q ; {Ui}i∈Q). Support supp(σi) je
množina ryźıch strategíı si ∈ Si hráče i , kterým sḿı̌sená strategie
σi přǐrazuje nenulovou pravděpodobnost σi(si ) ∈ 〈0, 1〉.

Tzn.,
supp(σi) = {si ∈ Si |σi(si ) > 0}

Množina všech support̊u hráče i je rovna Suppi = 2Si \ {∅}, tzn. je
jich |2Si | − 1 mnoho.
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Základńı p̌ŕıstup (silou)

Předpokládejme sḿı̌sený sub-profil ∆−i . Je-li σi ∈ BRi(∆−i), pak
je hráč i indiferentńı v̊uči všem ryźım strategíım supp(σi), tzn.

∀si , sj ∈ supp(σi) : πi (si ,∆−i ) = πi (sj ,∆−i )

Současně muśı platit

∑

si∈supp(σi )

σi(si ) = 1

To je počátek pro sestaveńı soustavy rovnic (lineárńıch pro
dvou-hráčové hry).
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Základńı p̌redpoklad pro následuj́ıćı algoritmus

Definition
Dvouhráčová hra je tak zvaně nedegenerovaná, pokud žádná
sḿı̌sená strategie se supportem velikosti k nemá v́ıce než k ryźıch
best-response (pozor! nezkoumáme počet sḿı̌sených BR).

Tuto vlastnost snadno poznáme: pokud má hra na ryźı strategii
jednoho hráče dvě (a v́ıce) ryźıch best-response protihráče, je
degenerovaná.
Plyne z toho: Kterékoliv Nash ekvilibrium (s∗1 , s

∗
2 ) nedegenerované

dvouhráčové hry má supporty stejné délky.

Pro daľśı studium doporučuji: Nisan et al.: Algorithmic Game
Theory (link na stránce THE), specificky kapitolu: Bernhard von

Stengel: Equilibrium Computation for Two-Player Games in

Strategic and Extensive Form
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Ukázka degenerované hry (p̌ŕıklad od P. Zemka)

a b

c 3,3 3,3

d 1,2 2,0

Hra je degenerovaná, neboť na ryźı strategii c má sloupcový hráč
best-response {a, b}.

Nav́ıc vid́ıme, že hru lze redukovat na |3, 3 3, 3|, kde řádkový hráč
voĺı svou jedinou strategii, ale sloupcový je naprosto indiferentńı
mezi a a b tak, že jeho BR2(c) = ∆2, to znamená, že množina
MNE je nekonečná.

Závěr: opět vid́ıme, že TH nám nedává jednoznačnou odpověď co

se ve hře stane, ale ukazuje nám, že řádkový hráč má striktně
dominantńı strategii c a sloupcovému je za této situace naprosto
jedno, co bude hrát (nezálež́ı na tom ani řádkovému).

Martin Hrubý THE: Nekooperativńı hry v normálńı formě



Výpočet sḿı̌sené rovnováhy II.

a b

c 3,2 1,3

d -1,4 2,1

Vycháźıme z poznáńı indiference mezi a a b při hrańı sḿı̌sené
(p, 1− p) versus sḿı̌sené (q, 1− q).

Pak pro řádkového hráče vycháźı užitek:
U1(c , a) · q + U1(c , b) · (1− q) = U1(d , a) · q + U1(d , b) · (1− q)
3q + 1(1− q) = −1q + 2(1 − q)
3q = −q + (1− q)
q = 1

5

Podobně sloupcový: 2p + 4(1− p) = 3p + (1− p) ⇒ p = 3
4
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Základńı p̌ŕıstup (silou) – algoritmus, 2 hráči

Algoritmus je určen pro výpočet všech MNE v dvouhráčových
nedegenerovaných hrách. V př́ıpadě degenerované hry některá
ekvilibria neodhaĺı. V př́ıpadě v́ıce-hráčové hry se změńı lineárńı
rovnice na nelineárńı, které nejsṕı̌s nikdo nechce řešit.

Vstup: Hra Γ = (Q; {Si}i∈Q ; {Ui}i∈Q), matice A, resp. B
vyjadřuj́ıćı U1, resp. U2, m = |S1|, n = |S2|.

Výstup: Množina MNE, tzn.
MNEs = {σ∗ ∈ ∆|σ∗

i ∈ BRi(σ
∗
−i );∀i ∈ Q}

Nechť K = {1, 2, ...,min(m, n)}
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Základńı p̌ŕıstup (silou) – algoritmus, 2 hráči

Algoritmus:

1. ∀k ∈ K :

2. ∀I ⊆ S1, |I | = k :

3. ∀J ⊆ S2, |J| = k :

4. Řeš následuj́ıćı soustavu rovnic. Pokud má řešeńı, pak sḿı̌sený
profil (x , y) zǎraď mezi výsledky. Složky mimo I , J jsou
nulové, tzn. ∀z ∈ S1 \ I : xz = 0, ∀z ∈ S2 \ J : yz = 0

Soustava obecně:

∑

i∈I

xibij = v ;∀j ∈ J
∑

i∈I

xi = 1

∑

j∈J

aijyj = u;∀i ∈ I
∑

j∈J

yj = 1
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Př́ıklad: Matching pennies

A/B heads tails

heads 1,-1 -1,1

tails -1,1 1,-1

A =

(

1 −1
−1 1

)

;B =

(

−1 1
1 −1

)

;K = {1, 2}

Řešeńı pro k = 1 zavrhujeme rovnou, protože v ryźıch strategíıch
neočekáváme výsledek (v́ıme, že tam neńı). Strategie heads a tails
si přejmenujeme na 1 a 2.
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Soustava pro k = 2, I = {1, 2}, J = {1, 2}

−x1 + x2 = u y1 − y2 = v

x1 − x2 = u −y1 + y2 = v

x1 + x2 = 1 y1 + y2 = 1

Z toho plyne:

−x1 + x2 = x1 − x2
−2x1 + 2x2 = 0

−2(1− x2) + 2x2 = 0
−2 + 2x2 + 2x2 = 0

4x2 = 2
x2 =

1
2 y2 =

1
2

x1 =
1
2 y1 =

1
2

Profil ((12 ,
1
2), (

1
2 ,

1
2)) paťŕı mezi řešeńı PNEs.
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Algoritmická složitost řešeńı ”silou”

◮ Pro každé k ∈ K řeš́ıme Πi∈Q

(|Si |
k

)

soustav

◮ Pro všechna k je to
∑

k∈K Πi∈Q

(|Si |
k

)

soustav

◮ U dvouhráčových her jsou to soustavy lineárńıch rovnic,

◮ u v́ıcehráčových her pak soustavy nelineárńıch rovnic
(poněkud obt́ıžné).

◮ Výpočet Nashova equilibria je ve složitostńı ťŕıdě PPAD (2 a
v́ıce hráč̊u)

V́ıce: Daskalakis, C., Goldberg, P.W., Papadimitriou, Ch.: The
Complexity of Computing a Nash Equilibrium, Proceedings of the
thirty-eighth annual ACM symposium on Theory of computing
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Algoritmy pro MNE

Hledáme algoritmy, které by řešily MNE efektivněji, tzn. převád́ı
problém výpočtu MNE na jiný ekvivalentńı problém, který řeš́ı
efektivněji.

◮ Lemke-Howsonův algoritmus – pouze pro dvouhráčové hry,
pouze jedno ekvilibrium

◮ Experimenty s genetickými algoritmy.
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Simulačńı (numerické) řešeńı her

Chceme modelovat konkrétńı strategickou situaci.

◮ Poč́ıtačová simulace, numerická metoda.

◮ Modelujeme fakt, že existuje N hráč̊u.

◮ Modelujeme fakt, že hráči maj́ı množiny strategíı Si .

Jak ovšem vyjádřit užitkové funkce Ui : S → U

1. Funkce (zadané analyticky nebo matićı) považujeme za vstup.
Někdo nám je dá. Dále hru jenom analyzujeme.

2. Funkce nejsou vstupem. Jsme ovšem schopni sestavit vniťrńı
model, který vyhodnot́ı pro každý profil s ∈ S , co by se stalo,
kdyby hráči hráli strategie si . Výsledkem tohoto experimentu s

vniťrńım modelem by byl vektor užitk̊u hráč̊u (ui )i∈Q .
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Simulačńı řešeńı her

Pak je kompletńı model dán fázemi:

1. Modelováńı struktury hry – kdo jsou hráči, jaké maj́ı strategie,
co v́ı o hře, ...

2. Tvorbou vniťrńıho modelu hry cm : S → U
N .

3. Implementaćı analytických funkćı dle teorie her.

Mějme pak program:

for s in S:

U[s] := cm(s);

eq := nashEq(S,U);
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Př́ı̌stě, kam to smě̌ruje

◮ Prostudujeme hry s nulovým součtem

◮ Zavedeme metody lineárńıho programováńı (matematický
základ her)

◮ Projdeme algoritmy výpočtu MNE v hrách dvou hráč̊u,
obecný základ

◮ Projdeme Nashův důkaz existence ekvilibria

◮ Dále pak: opakováńı ve hře, kooperativnost, vyjednáváńı,
aukce, volby, ...
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