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» Jsou situace, kdy vyhra jednoho znamena prohru druhého,
resp. mira vyhry znaé&i miru prohry.

» Stdle pfedpoklddame, Ze hrd&i spolu nekomunikuji a
nespolupracuji, tzn. predpokladame nekooperativni hrani hry.

» Nekooperativnost v ndzvu této prednasky ovsem nema smysl
zdlraziovat, nebot tyto hry byvaji ¢asto nazyvany striktn&
kompetetivni hry (strictly competitive games).

> Preference hracl jsou naprosto opaéné.

» Ve hrich s nulovym souttem (0-sum hry/games) jeden hra¢
bude maximalizovat vyhru a druhy minimalizovat ztratu
(neznamena to ovdem, Ze jeden — nap¥. ¥adkovy — vzdy
vyhravé a druhy vzdy prohrdva).

» Vyhra a prohra je jenom zpiisob notace.

Koncept 0-sum her vyvinul pfedeviim John von Neumann a
publikoval v knize s Oskarem Morgensternem: Theory of Games
and Economic Behavior, 1944
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Matching pennies

A/B | heads | tails
heads | 1,-1 -1,1 p

tails -1,1 1-1 |1—-p
qg |1—gqg

Nulova suma:

A/B | heads | tails
heads 0 0
tails 0 0

Taky miZeme zapsat (zisk sloupcového je Ug(s) = —Ua(s)):

A/B | heads | tails
heads 1 -1
tails -1 1

Martin Hruby Zero-sum Games



Antagonisticky konflikt

Definition

Antagonisticky konflikt je rozhodovaci situace N hracl, ktefi se po
volbé svych rozhodnuti rozdéli o pevné stanovenou &astku, jejiz
vy$e nezavisi na tom, jakd rozhodnuti zvolili.

Matematickym modelem antagonistického konfliktu je hra s
nulovym/konstantnim sou¢tem (nulovy/konstantni souget
modeluje onu " pevn& stanovenou &astku”).

P¥iklady: sportovni zdpasy a hry, déleni kone¢ného majetku/zdroja,
ekonomické modely (d¥iv se véfilo, Ze ekonomika je 0-sum hra).
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Antagonisticky konflikt

Ptedstava win-loose hry je pochopitelng nep¥ijemnd. Cim slozit&jsf
svét je, tim vice je nadé&ji na provazani potfeby jeden druhému
vyhovét:

The more complex societies get and the more complex the
networks of interdependence within and beyond community and
national borders get, the more people are forced in their own
interests to find non-zero-sum solutions. That is, win—win solutions
instead of win—lose solutions.... Because we find as our
interdependence increases that, on the whole, we do better when
other people do better as well — so we have to find ways that we
can all win, we have to accommodate each other.... Bill Clinton,
Wired interview, December 2000.
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P¥iklad: jednoduchy model konkurence

» Dvé& firmy na trhu s minerdIni vodou (Perrier, Apollinaris).
Rozhodnuti zvolit vysokou cenu ($2) nebo nizkou cenu ($1).
P¥i cen& $2 se prodd 5000 lahvi (trzba $10.000).

P¥i cen& $1 se proda 10000 lahvi (trzba $10.000).

P¥i stejné cen& obou se hradi rovnomérné podéli o trh. Pokud
je jeden levng&jsi, ziskd cely trh.

Fixni ndklady (bez ohledu na realizovanou produkci/prodej)

v

v

v

v

| 2
jsou $5000.
Perrier/Appollinaris $1 $2
$1 0,0 5000,-5000
$2 -5000,5000 0,0

v

Pozndmka: ponékud sofistikovanéjsi p¥istup provedeme pFisté u
Cournotova modelu oligopolu.
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Nulovy versus Nenulovy soucet formalné

Definition
M&me hru . Rekneme, e I je hra s konstantnim souétem k € R,
pokud plati

VSESZZU,’(S):/(

ieQ
Pokud je kK =0, pak je I hra s nulovym souctem.
Hry s nulovym souctem byvaji pro svij strategicky charakter
nazyvany strictly competitive games. Mira vyhry jednoho zna&i

miru prohry druhého.

Chapeme, Ze konstantni soucet musi platit pro v8echny strategické
profily. Opakem je jasn& hra s nenulovym/nekonstantnim souctem.
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Vztah nulového a konstantniho sou&tu

Theorem
Necht T, je hra s konstantnim sou¢tem k € R. Potom existuje hra
[0 s nulovym souctem takovd, Ze je strategicky ekvivalentni s I'.

P¥edvedeni véty bude zaloZeno na nalezeni A;, B; koeficientl pro
strategickou ekvivalenci.
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(Strategicka) ekvivalence her

Definition

Hra I = (Q,{Si}icq. {Ui}icq) je ekvivalentni s hrou

M= (Q,{Si}icq,{U!}icq), pokud existuji pro kazdého hrace
i € Q redlna &isla A;, B, kde A; > 0 a plati Vs € S:

U,{(S) = A,‘U,‘(S) + B;

Tzn, pokud ke hte pfipo¢tu néjaké &islo, strategicky charakter hry
se nezméni.

Strategicky charakter hry se neméni p¥i linedrnich transformacich
uzitkovych funkci.
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P¥iklad: pfevod k-sum hry na O-sum hru

a b
c| 02|11
d|-1,31]20

A1, Az, By, By jsou nezndmé
U{l =0A1+ B Uél =2A+ B,
U£2:A1—|—Bl U£2:A2+Bz
U]/_3 =-A+B Ué3 =3A+ B,
U£4 =2A1+ B; U§4 =0A, + B>

Ui € {1,2},j € {1,2,3,4} jsou taky nezndmé (zatim 12
nezndmych, 8 rovnic). Déle
Vi€ {1,2,3,4): U+ Uj; =0
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B1+2A+ B, =0
Ai+Bi+A+B,=0
—A1+B1+3A+ B, =0

2A1 + B1 + B>
0 1 21 A1 0
1 111 B | | o
-1 1 3 1 Ao o 0
2 1 01 B> 0

Mdme homogenni soustavu rovnic, kde jsou oviem linedrni
zgvislosti, tzn. vede na nekonetn& mnoho ¥edeni (to nas
neprekvapuje, nebot to otekdvdme).

Navrhnéme A1 = Ay =1, tzn.:

Bi+ B, =-2

zvolme By = B, = —1
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P¥iklad: pfevod k-sum hry na O-sum hru

a b
c| 02|11
d|-13120

A=1B=-1=>

a b
cl|-1,1] 0,0
d|-22|1-1
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P¥iklad: pfevod k-sum hry na O-sum hru

a b
c| 02|11
d|-131]20

A=1,B1=0,B,=-2=

a b
c| 00 |1-1
d|-1112-2
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P¥iklad: pfevod k-sum hry na O-sum hru

Funguje to i pro hru s nenulovym souétem?

a b
c| 1(byla0)2] 11
d -1,3 2,0

Pak Feseni:

Ai=0,B1=-B

To nevyhovuje definici strategické ekvivalence (nap¥.
Bl = 1, Bz = —1)2

(@}
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Zavedeme pojem maticovd hra.

» Casty pojem v TH literatute.

» Hru n hragi vyjadfujeme jako n-rozmérnou matici (vyjadveni
vyplatnich funkci).

» Bi-matrix hry (dvoumaticové hry) jsou velmi typické.

» Zapis miZeme rozloZit do dvou matic, kde M; vyjadfuje

Ui, i € Q.
A/B| ¢ | d
e 12| 34
f 56 |78

13 2 4
M=(57) "=(55)
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Zapis 0-sum hry

» Pokud plati, ze Vs € S : Ui(s) + Ux(s) = 0, pak Ize psat
pouze jednu matici U(s)

» a definovat Ui(s) = U(s)
> Us(s) = ~U(s)

Bl
I FRIEN)

Martin Hruby Zero-sum Games



Maticovd hra ve hfe s nulovym souctem

Hru dvou hrdéi s nulovym sou¢tem s koneénymi mnoZinami

strategii 51 = {s{,s},...,sh} a So = {s?,s3,...,52} Ize zadat
pomoci matice A vyjadtujici zisky prvniho hrace:
all da12 ... din
A= dp1 a2 ... an _
dml dm2 --- A@mn
Ur(si,st) Ui(si,s5) ... Ui(si,sy)
Ui(s3,57) U1(52’52) . Ui(s3,85)
Ul(qu,Slz) Ul(sr%quzz) U1(S%7,5,27)
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Definice 0-sum hry

Definition

Hra dvou hrd&i s nulovym souttem je I = (Q; S1,Sy; U), kde
» Q@ ={1,2} je mnoZzina hracu
> 51 a S, jsou mnoZiny ryzich strategii hraci

» U:S — R je vyplatni funkce ve hte. Uzitkem hrade jedna je
Ui(s) = U(s), Ua(s) = —U(s).

Pozn.: Casto budeme O-sum hru zapisovat matici hry A, pak by
hra byla struktura I' = (Q; 51, S2; A).

Pozn.: Jist& miZe byt 0-sum hra s vice hradi (interpretace uZitki).
Zde budeme rozvijet vyhradné dvouhracové 0-sum hry.
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Chovani hraée v 0-sum hte

215]0
U(Sl,Sg) =312
413|6

» Radkovy hra¢ ma uzitek v profilu s = (s1, sp) dany
Ur(s) = U(s)
» Sloupcovy hra¢ ma Ux(s) = —U(s)
» Oba hra¢i maji shodné vnimani preference v tom smyslu, Ze
preferuji uzitek x pred y, pravé tehdy kdyz x > y
» Radkovy hraé chce co nejvétdi &islo U(s), sloupcovy co
nejmensi.
Mohou si to prohodit! Ridkovy hra¢ neni "ten s kladnymi zisky”
a sloupcovy ten se zapornymi.
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Jak hraje ¥adkovy hrac¢?

215]0
U(Sl,Sg) =312
413|6

» Hrac¢ vi, Ze na kazdy jeho tah bude protihra¢ reagovat
best-response.

» Radkovy tudi¥ vi, %e sloupcovy bude na ¥adku hledat
minimum (tzn. jeho BR, minimalizovat prohru).

» Minimum na ¥adku je pro ¥adkového tudiz daleZité...
> ...m0Ze oviem zvolit takové minimum, které je mezi viemi
fadky nejlepsi (nejvétsi).

» Je to hledani maxima mezi minimy.
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Jak hraje ¥adkovy hrac¢?

21510
U(Sl,Sg) =312
41316
» Minimum prvniho ¥adku: 0
» druhého: 1
> tfetiho: 3
» Zavér: pokud bude ¥adkovy hrac hrat treti fadek, pak dostane

nejhd¥ zisk 3

Pozn.: Hledani minima na ¥adku neni paranoidni chovani, pouze
predpoklad racionality u sloupcového hrace.

Radkovému hraci Fikdme maxminimizer.
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Volba sloupcového

21510
U(Sl,Sg) =312
413|6

» Sloupcovy p¥emysli podobné a pfitom opaéné.

» V prvnim sloupci je sice mij nejlepsi zisk 2 (tzn. —2), ale
musim pocitat s tim, Ze ¥ddkovy bude hrat t¥eti ¥adek (jako
svou BR).

» Pro prvni sloupec je tudiZ moje nejvy$si moZna ztrita: 4
(druhy: 5, tFeti: 6).

» Minimalizuji ztratu, proto volim prvni sloupec.

Sloupcovy hra¢ tudiz hledd maximum ve sloupci a globdIné
minimum mezi maximy.

Sloupcovému hradi fikime minimaximizer.



Rovnovazné strategie (které tvofi ekvilibrium)

P¥ipomefime definici rovnovazného bodu (s}, s5) v dvouhraové
hte.

Definition
Profil (s}, s5) pfedstavuje rovnovazné strategie hracd, pokud plati:

Ul(Sl,S;) < Ul(Sik,S;)
U2(Sik,52) < U2(Sik,S§)

pro véechny s; € 51,5 € 5.

(pon&kud jinak formulovana definice PNE, ale naprosto
ekvivalentni)
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Rovnovazné strategie v 0-sum hrach

UZitkové funkce definujeme Ui(-) = U(), Ua(-) = —U(").
Pak piSeme, Ze v rovnovdzném bodé musi platit:

U(Sl? 5;) < U(Sik? 5;)

_U(Si)lkvs?) < _U(ST?S;) = U(Sikst) > U(Sikvs;)

pro v8echny s; € 51,5 € S,. Z ptedchoziho plyne:

U(Slvsék) < U(ST,S;) < U(Sf?s2)

Hodnota U(sf, s5) se nazyva cena hry (taky hodnota hry, angl.
game value).
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Minimax, Maximin

Definition
M&jme dvoumaticovou hru I' = (Q; S1, Sy; U). Ve h¥e definujeme
minimax a maximin takto:

m = min { max U(s, s
52652 {51651 ( ’ )

m = max < min U(s1, s
51651 52652 ( ’ )
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21510
U(Sl,SQ): 311(2|m=4,m=3

4 6
Theorem
V kazdé 0-sum hre plati:

m2>m

Proof.
Domaci ptiprava. ]
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Zpét k rovnovaznosti

215]0
Usi,2)=|3|1|2|m=4m=3
413|6

T4

» Radkovy by tudi? hral treti ¥adek, sloupcovy prvni sloupec.

» Jaky je oviem zisk hra&a v profilu (3,1) 777

» Radkovy dostanve o jedna Iépe nez ¢ekal, sloupcovy o jedna
ha¥ (kdyz to ted vidi, hrdl by druhy sloupec).

» Sloupcovy ma tudiz tenderv1ci zménit svoji strategii na druhy
sloupec (pak dostane 3). Radkovy by pak zménil na prvni
¥adek...

Zavé&r: profil (3,1) neni rovnovazny bod (neni stabilni). Kdy oviem
bude volba hracl vedouci ke stabilnimu profilu?
MNE = ((%70 3) (27 270))
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Sedlovy bod (saddle point)

Definition
Mé&jme O-sum hru I'. Profil s* je sedlovym prvkem, pokud plati, Ze:

wg):ma{@nw&ﬁg}:mm{gxw&ﬁg}

s1 2
tzn.

U(s') =Ti = m

To znamend, Ze sedlovy bod ma vyplatu nejmensi na ¥adku a
soucasné nejvyssi ve sloupci. Sedlovy bod pFedstavuje rovnovdzny
stav (ekvilibrium) ve hte.

Hodnota uZitku v sedlovém bodg& se nazyvd cena hry (value).
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Sedlovy bod (saddle point)




Sedlovy bod (saddle point)

Sedlovy bod je ekvivalent PNE ve hrach s nenulovym sou&tem.
Podobné i tady nemusi v ryzich strategiich existovat.

Jsou tedy hry s:
» 0 sedlovymi body

» 1 sedlovym bodem
» n > 1 sedlovymi body
Pozndmka: 0-sum hry jsou specidlnim p¥ipadem her s nenulovym

soultem, tzn. analytické postupy ve hrach s nenulovym souctem
mohou byt pouZity i ve 0-sum hrach.
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Sedlovy bod

O
No
N

\l
o
o




Smisené strategie

» Od ryzich strategii prechdzime k pravdépodobnostnimu
ohodnoceni ryzich strategii.

» Od uZitkovych funkci prechdzime k funkci olekdvaného uZitku.
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Smisena strategie hrace

Hrd¢ i ma mnoZinu strategii S; = {s{,5, ..., Sm, }

v

» Pochopitelné je lepsi, kdyZ znd svou optimalni volbu v ryzich
strategiich.

> Jsou vSak situace, kdy dosdhne lepsiho (hypotetického)
uzitku, kdyZ bude chdpat, Ze ma hrat néjaké sjf s
pravdépodobnosti pJ’- a Sf+1 s pij

» SmiSend strategie taky vyjadfuje indiferentnost k dvéma a vice
ryzim strategiim

Definition

Smi%end strategie hrate i ve hte I' je vektor p' = (p1, ..., pj,.), kde
1. mi =15
2. Vje{l,..,m}:ple01)
3. Zj’ll pj=1
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SmiSené rozsiteni 0-sum hry

Definition
Mg&jme dvouhri&ovou hru s nulovym sou¢tem I' = (Q; Sy, S2; U).
Smi%enym rozsifenim této hry nazveme hru s prostory strategii

Sf =4§P:P= (plv ’Pm)‘ Zp_[ =1V € {17 ’m} B 2JS <07 1>
j=1

55 = {qaq = (qla"qu)‘ qu =1,Vk € {17"'7,7} “Qk € (07 1>}

k=1

a vyplatni funkci (A je matice hry)
m(p,q) = 2711 Yok PiU(S) sk)ak = pAqT
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Ekvilibrium ve smiSeném rozsifeni 0-sum hry

Theorem
V kaZdé konecné 0-sum hre existuje FeSeni ve formé smiSenych
strategii.

Origindlni zn&nf:

Theorem

For every two-person, zero-sum game with finite strategies, there
exists a value V and a mixed strategy for each player, such that (a)
Given player 2's strategy, the best payoff possible for player 1 is V,
and (b) Given player 1's strategy, the best payoff possible for player
2is-V.

Pavodni znéni v: J. von Neumann: Zur Theorie der
Gesellschaftsspiele, In: Math. Annalen, vol. 100, 1928, pp.
295-320
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Ekvilibrium ve smiSeném rozsifeni 0-sum hry

Jiné znéni:
Theorem
VZdy existuji’ smiSené strategie (p*, q*) takové, Ze plati:
7(p*,¢*) = maxmin 7(p, q) = min max(p, q)
P q qg P

Hleddame tedy vektory p*, g* takové, Ze plati:

pro viechny p € 57,q € 55.
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Vypotlet smiSeného ekvilibria 0-sum her

Problém je specifikovan, potfebujeme najit algoritmus na jeho
vyreseni.

PY¥edvedeme si postup vypoctu u dvouhraovych her.
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Grafické YeSeni maticovych her ve tvaru (2,n) strategii

Otekavany zisk hrae 1 ve smi¥enych strategiich (p,1 — p) je pfi
ryzich strategiich hrace 2 dén:

g](p) :P311+(1—P)321 J=L12,...n
Hleddme (sloupcovy hleda takové j, Ze gj(p) je minimalni):

* = arg max min ;
p ng(O,l) |:j=1,2,...,ngj(p):|

Nejprve budeme hledat funkci

¢(p) == min gj(p)

j:1727~“7n

Tato funkce je konkdvni, po &istech linedrni a snadno Ize nalézt
bod jejiho maxima. Hledana cena hry je pak:

v=¢(p*) = max, ¢(p)
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Nastava-li extrém v bod& p*, kde gj(p*) = gk(p*) = v pro
jednoznacné urcené strategie j, k, pak slozky smiSené rovnovazné
strategie hrale 2 s indexy riiznymi od j, k jsou rovny nule. Slozky,
které mohou byt nenulové, ziskdme vyfeSenim soustavy:

ajjgi+awgk=v q+aqg=1 q>0,q.>0

nebo

ajqi+taxqgk=v q+qg=1 ¢ >0,q>0
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Demo vypoctu smiseného feSeni 0-sum hry

Mé&jme maticovou hru
5 5/2 3
4 8 6
p)=5p+4(1l—p)=p+4

&1(
g(p)=3p+8(1-p)=-5p+8
g3(p)=3p+6(L—p)=-3p+6

P¥ipomeiime, Ze gj(p) vyjadfuje olekavany zisk hrate 1 pro
ptipady, kdy hra¢ 2 hraje strategie j. Mira vyhry hrace 1 znad&i
miru prohry hrace 2. Hra¢ 2 proto bude volit takové j, Ze
gi(p),p € (0,1) bude minimalnf.

©(p) nabyvd maxima v p = % hodnota maxima je v = 4.5.
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Grafické YeSeni nalezeni maxima ¢(p)

4(p)
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5 5/2 3
4 8 6
Maximum bylo nalezeno jako prisetik gi(p) a g3(p), tzn.
j k=13

Déle YeSime soustavu rovnic (je$t& nds zajimd q):

5g1 +3q3 =45
g1tags=1
s omezenimi g1 > 0, g3 > 0. Ziskdvame ¥eSeni
g1 = 0.75,g3 = 0.25.

Redeni hry je tedy smi¥eny rovnovazny bod

o0=((34). o)
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Co znamena ten vysledek?
Zadani:
5 5/2 3
4 8 6

o= ((34) o)

Ocekavany uzitek hrace 1 je:

13 11, 13 11
f )= 542342244 26—
TP a) =535+ 533 554t 5g

3 1 3 1 15+3+12+6 36
gt Tttt 8 R
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5 5/2 3
4 8 6
Vime, Ze hra¢ hrajici smiSenou strategii je indiferentni vici viem

svym ryzim strategiim s nenulovou pravdépodobnosti jako
best-response na smiSenou strategii protivnika.

Hra¢ 1 olekava strategii g* u protivnika, pak je mu jedno, jakou
svoji strategii zvoli (ob& maji nenulovou pravdépodobnost).
7((1,0),q*) =53 + 33 = 1283 = 18 = 4]

18
x i 1 e B2
m((0,1),q*) =43 + 63 =202 = P =45

Hrac 2 uhne ze své strategie (%,0, %) na strategii (0,1,0) p¥i
pfedpokladu, Ze hra¢ 1 stéle hraje p*. Pak

m(p*,(0,1,0)) = 31 + 81 =5.25 a to je pro hrate 2 hor¥i vysledek
(V&S ztrita).
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5 5/2 3

4 8 6
Ekvilibrium ve smiSenych strategiich vyjadfuje optimalni olekdvany
zisk u obou hraci. Pokud hrac 2 odhali smiSenou strategii p*

protivnika, pak se rozhoduje mezi strategiemi 1 a 3, protozZe by jeho
olekavany zisk pfi hrani prostfedniho sloupce byl % (% + 8) = 5.25.

Bude-li hra¢ 1 hrat jinou strategii nez p* = (%, %) nebo hrag 2
jinou nez g* = (%,O, %) pak dosdhnou horsiho uzitku.

Logika ekvilibria: Doufame, Ze hradi tuto uvahu provedou a
pochopi, Ze ekvilibrium pojmou za svoje chovani.
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Algoritmizace nalezeni ekvilibria v 0-sum hrach

» Hledaji se optima v prostorech omezenych linedarnimi funkcemi
(povede na nerovnice)

» Potfebujeme metodu zvanou linedrni programovani
(optimalizace)

> Na ni ukdZeme algoritmus vypo&tu ekvilibria v 0-sum hrdch
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Linearni programovani

» (Casto FeSime optimaliza¢ni llohy, kde je m proménnych
ai, as,...,am € R.

» Maximalizuje se nebo se minimalizuje hodnota posuzovaci
funkce f(a1,...,am) = > i, 0ja;i, oj € R.

» Na FeSeni jsou kladena omezeni ve formé& linedrnich nerovnic s
prom&nnymi ai, as, ..., am.

Casté pouziti ve hrach (hledani sedlového bodu, ¥eseni jadra v
kooperativnich hrach, vypolet korelovaného ekvilibria, ...).

Naudit se metodu linedrniho programovani je velmi praktické.

Definujeme LP-tlohu. ReZeni dlohy pak hledd n&jaky algoritmus,
nap¥. simplexovd metoda.
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Demopfiklad na dvod linedrniho programovani

Lékarnik ma namichat lé¢ivou kiru tvofenou normalnimi a
king-size tabletkami sloZenymi z aspirinu, sody a kodeinu.

[grdni] | aspirin | soda | kodein
normani 2 5 1
king-size 1 8 6

Lékarnik ovSem vi, Ze je tfeba minimaln& 12g aspirinu, 74g sody,
24g kodeinu pro dovrseni |éCby. Jaké je ovsem rozdéleni mezi
normalni a king-size tablety?

lgran=1/456 libry teské=1,127 g
PouZiti zejména v Iékdrnictvi, vyznam slova gran je zrno je€¢mene (asi se Ié&ili
je€menem)
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Zavedeme x pro pofet normalnich tablet, y pro potet king-size
tablet.

Pro hledani optima jsme schopni formulovat urcitd omezeni (angl.
constraints):

x>0,y >0

Ze zadani vime, Ze x normalnich tablet bude obsahovat 2x aspirinu
a y king-size tablet 1y aspirinu. Vime, Ze pro tspé$nou |é¢bu musi
byt pozito alespoii 12g aspirinu.

2x+y > 12
5x+8y > 74

Ix+ 6y > 24
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Formulace LP-ulohy

Hleddme

x>0,y>0
aby platilo

2x+y > 12

5x+8y > 74

1x+6y > 24
a

m=x+y
bylo MINIMALNI.
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Oblast moZného fedeni

Jakou oblast vymezuje x > 0777
Jakou oblast vymezuje 2x + y > 127 Ohraniceni oblasti zfejmé&

udava rovnice 2x 4+ y = 12, tzn. funkce y = 12 — 2x, coZ je pfimka
prochézejici body (0,12) a (6, 0).
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Oblast moZného fedeni
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Dolni ohraniceni feasible oblasti

2x+ ly =12 Feasible solutions

5%+ 8y = 74

lx+6y>24
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Dolni ohraniéeni feasible oblasti+-hodnotici funkce

hJ
™~ 4
N . Region of
AN feasible
~ solutions
~ i ~
~
~ N
B ~
~
~ \\
A ~ ~ Optimal

~ ~ ))(/_\__—-feasible
N :
S NPe, 8) \\ solution
=
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GLPK: GNU Linear Programming Kit

» Jednoduchy open-source ndstroj pro vypocty LP-problémi
> Redf real /integer prom&nné

» Velmi obecné moZnosti zadani problému (neni nutno pfevadét
na n&jakou formu standardizovaného tvaru)

» Modelovaci jazyk, vlastni API
Zadame nyni n3$ priklad do GLPK.
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glp_prob *1p;

lp=glp_create_prob();
glp_set_obj_dir(lp, GLP_MIN /% GLP_MAX */);
glp_add_rows(lp,3); /* 3 constraints */
glp_set_row_bnds(lp,1,GLP_L0,12,0);
glp_set_row_bnds(lp,2,GLP_L0,74,0);
glp_set_row_bnds(lp,3,GLP_L0,24,0);
glp_add_cols(lp,2); /* 2 variables */
glp_set_col_bnds(lp,1,GLP_L0,0,0);
glp_set_obj_coef(1p,1,1);
glp_set_col_bnds(lp,2,GLP_L0,0,0);
glp_set_obj_coef(1p,2,1);
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int ial...],ij[...];

double ar[...];

ial[1]l=1; jal1l=1; ar[11=2; /* al[1,1]=2 */
ia[2]=1; jal[2]=2; ar([2]=1; /* al[1,2]=1 %/

glp_load_matrix(lp, 6, ia, ja, ar);
glp_simplex(1lp, NULL);

double z,x,y;
z=glp_get_obj_val(lp);
x=glp_get_col_prim(1lp,1);
y=glp_get_col_prim(lp,2);
glp_delete_prob(lp);
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Vypolet (p*, g*) jako LP-dloha

Vychdzejme z matice hry A= (aj),i € {1,...,m},j € {1,...,n},
kde viechny prvky jsou kladné (Ize toho dosdhnout transformaci
hry na ekvivalentni hru).

Hleddme smiené strategie p = (p;)i, 9 = (qj);-
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Vypolet (p*, g*) jako LP-dloha

Hra¢ 1 hleda pro libovolné, ale v dané chvili pevné p svou
minimalni garantovanou vyhru (protoZe sloupcovy bude vybirat
minimum na sloupci). Definujme (je to BR sloupcového hrace):
/7=rﬁn{aypl+-33P2+~'-+-%mpm}
Ziejmé je
h < aijpy+ azjpo + -+ + amipm  Vj€{1,...,n}

tzn.

gj-h<qj-(aypr + agjp2 + - + amipm) Vj € {1,...,n}
Plyne z toho (h jako hodnota hry):

m n
h<> > piajq =7(p,q)

i=1 j=1
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Vypolet (p*, g*) jako LP-dloha

Hodnota h je pro prvniho hrace absolutni mozné ziskatelné
minimum bez ohledu na to, jakou ryzi nebo smi%enou strategii zvoli
sloupcovy hrac.

Nerovnosti

h<aijpi+ ajp2+ -+ amipm Vj€{1,...,n}
vydélime prvkem h:

P1 P2 Pm
7+32j7+"'+3mj7

a oznatme: y; = Pi. Zvejm& plati y1 +yo + - + ym = +

1< ay
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Vypolet (p*, g*) jako LP-dloha

Maximalizovat minimaln{ vyhru pro hrace 1 znamend
maximalizovat h, resp.

Minimalizovat 1
Ry Y2 T Ym

p¥i omezenich:

1< aijy1r + azjy2 + -+ amjym V)€ {1,...,[7}

Vysledkem jsou promé&nné y; = pT" a h, z nich lze odvodit

(P1s s Phn)-
Sloupcovy hrac potitd analogicky.
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» Cournotilv a Bertrandliv model oligopolu.

» Rozbor Nashovy v&ty o existenci ekvilibria (dikaz).

Pak se posuneme na sekvencni hry, kooperativni hry, vyjedndvani,
opakovani her.
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