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War and peace (R. Aumann, Nobel prize lecture)

» Teorie her neni schopna dodat magickou formuli, ktera vyresi
v8echny konflikty. Neexistuje akademicka disciplina, kterd by
toto dokazala.

» Cilem je porozumét konfliktu. Kdyz konfliktu porozumime,
jsme schopni hledat jeho ¥eSeni.

> Je to jako s rakovinou: A) konventni |é¢ba (Fe3it konkrétni
projevy/nésledky), B) snaha pochopit vnitfni principy (DNA,
procesy v t&le).

» Na vélku se pohliZi jako na iracionalni chovani a to je chyba.
Vdélka nenf iraciondlini.

» Jedinec je raciondlni, pokud kond to nejlepsi dle jeho informaci.

» Hraje zfejmé nekooperativni ekvilibrium.

> Kooperace — predpokladame, Ze ve hte existuje efektivn&jsi
profil nez je NE.

> Profil je kooperativni, pokud Zadny hra¢ neni schopen pro
sebe garantovat lepsi vysledek.

Repetition Enables Cooperation. Folk theorem.
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Opakované hry, tvod

Zatim zndme hry:

» Nekooperativni s nulovym/nenulovym sou&tem v normalni
(maticové) form& — hra&i chapou situaci (jednotahovost) a
strategicky analyzuji mnoZinu profild.

» Nekooperativni hry v rozsitené formé& — hraci se v tazich
st¥idaji, existuje vic tahl. Velmi zileZi na stavu informace ve
h¥e (dokonald/nedokonald informace o historii hry).

» Kooperativni hry definované charakteristickou funkci — hraci
hledaji optimalni rozloZeni koalic a optimalni délbu zisku
pFisouzené koalici (imputace).

» Cim je podmingna kooperativnost (garance, Ze protivnik dodrzi
dohodu)?
Opakujeme tzv. "base game” (stage game) — zakladni hru.
Co je strategie v opakované h¥e? Navaznost na ESS.
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P¥ihoda s HodZou Nasredinem

HodZa Nasredin byl zndmy muslimsky filosof a humorista. Jednou
ptisel do lazni, ale lazebnik ho odbyl Spatnymi sluzbami. P¥i
odchodu z lazni HodZa zaplatil velkou minci. P¥i pFisti ndvstévé se
lazebnik pt¥ekonaval, ale HodZa p¥i odchodu zaplatil malou minci.
Lazebnik se divil: "HodZo, posledné jsi zaplatil hodné za ... sluZby
a za dnedni (lepsi) sluzby malo. Pro&?". HodZa odpov&dél:
"Posledné jsem platil za dnes a dnes jsem platil za posledn&.”.

Pokud lazebnik pochopil HodZovu strategii v opakované hre
"ndvstéva lazni", pak budou od toho okamziku oba hrat
kooperativni profil.

Opakované hry nam umoZiiuji modelovat socidlni normy, vliv
"trestu” na dalsi opakovani hry a pfirozené vnucenou spolupraci.
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Opakované hry,

Déle na drovni nekooperativnich her:

» Konfliktni situace se miZe opakovat. Pokud si hra&i fakt
opakovani uv&domuji, mluvime o opakovanych hrach.
» Hra& se mohou poudit o chovani protihrage, tzn. maji pamét.
» Je prostor pro vyjedndvani. Je moZno "trestat”.
P Rozlisujeme dle opakovani:
» Konetné opakovani — hra se opakuje T-krat, kde T je
konkrétni pfedem zndmé &islo.
» Pravdépodobnostni opakovani — s pravdépodobnosti p se hra
znovu zopakuje.
» Nekonetné opakovani — hra se opakuje bez ukon&eni. Je jasné,
Ze viechno m3 konec. SpiSe tim modelujeme situaci, kdy se o
ukonteni neuvaZuje (hraje se "doZivotn&”) nebo T je nezndmé.
> Hrac na podatku hry vi o opakovani a pfizplisobi tomu sviij
prvni tah. Navazujeme timto na sekven&ni hry.
Hra¢ bere v Gvahu, Ze jeho tah ovlivni bezprosttedni vysledek hry,
ale i budoucnost hry (vnima svoji "reputaci”).

Martin Hruby Opakované hry; Korelované equilibrium



Opakované véziiovo dilema

C D
cl 11 |-12
D|2-1]00

P¥edpokladejme nyni strategii (nazvanou grim trigger strategy):

» Hraju C tak dlouho, dokud druhy hraje C.

» Pokud druhy zahraje D, od této doby hraju navzdy D (trest).
Pokud nékdo zahraje D, kratkodobé ziska zisk 2, ale v dalSich
hrach uZ jenom 0 (namisto kooperativniho 1). To znamend, Ze pro
racionaIn& (citlivé k budoucnosti) uvaZujiciho hrate je zisk
(1,1,1,1,...) dominujici nad (..., 2,0,0,...).

Strategie C je tedy best-response na grim trigger strategy. Tato
strategie je NE v opakovaném V&ziiov& dilematu. Strategie (D, D)
ovsem taky.
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Strategie v opakované hte

Je nutno odliSovat dva pohledy na opakovou hru:
» Bazova (zdkladni) hra m3 strategie dle
M= (Q:{Si}ticq: {Uiticq)-
» Opakovand hra m3 strategie definované nad celou
posloupnosti opakovani bazové hry.

» Situaci opakované hry modelujeme jako rozhodnuti hrace, jak
se bude v rdmci opakovani her konzistentné chovat.

P¥iklady strategii v opakované hte:
» VZdy budu hrat ...
» Budu hrat strategii, kterou v predeslém kole hral soupet.

» Budu hrat kooperativni strategii, pokud mé soupet zradi, budu
ho trestat po dobu k kol hranim nekoop. strategie, a pak budu
hrat op&t kooperativni strategii (trest a pozd&jsi odpusténi).

Sout&Z v opakovaném Véziov& dilematu (Iterated P.D.
Competition, R. Axelrod, 1979).
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Preference v opakované hte, ohodnocovaci faktor ¢

Kazdy hra€& m3 v kazdém kole t hry uZitek U;(s?),s® € S a definuje
ohodnocovaci faktor (discounting factor) d; € (0,1), kterym
ohodnocuje postupné vyhry p¥i hrani profilli (s*,s?,...,s"), tedy
s es:
-
Ui(s") + 6iUi(s®) + .. + 6] TU(sT) =D 657 Ui(sY)
t=1
Pozor, ! je t—mocnina §;.

» Pokud je §; blizko 0, hra¢ i je velmi necitlivy k budoucnosti a

naopak.

» Pokud je §; = 0, pak hra¢ i nevi o budoucnosti (jednotahova
hra).

> PY. §; = % pak dnesnich 100 CZK je ekvivalentni zitfejsim
200 CZK

» Budeme nadale klast §; = §; Vi € Q.
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Demo: ohodnocovaci faktor ¢

Akcie nese dividendu 10K&/rok. Garantovan&. Cena akcie nekles3.
Za kolik ji koupim s § = 0.77

> Vnimani uZitku z divi: 10, 7, 4.9, 3.4, 2.4, ...

» Kumulované za 10 let: 32.4

> Kdy? ji ted koupim za 100K¥ (a za 10 let proddm za 100K¥),
je z dnesniho mého pohledu p¥inos transakce +32.4
(subjektivni p¥inos z divi) minus znehodnoceni kapitalu 100K¢
za 10 let (100 x 0.7%0)

d = 0.95, pak uZitek (divi, prodej, ndkup) = 80 + 60 — 100 = 40
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Preference v opakované hte

Chceme ohodnotit posloupnost ziskl a vyjadFit ji jednim Cislem.
Pomoci n&ho budeme porovnavat posloupnosti ziski (preference
nad posloupnostmi).

Posloupnost W = (w!, w?,...,w’) md sumu V = ZtT:1 <5it_lwf
Existuje nyni takové &islo ¢, Ze by byl hra¢ indiferentni mezi W a

(c,c,...)?

Suma pro (c,c,...) je 55 (suma geometrické ¥ady). Hrat je
indiferentni mezi W a (c,c,...), pokud ¢ = (1 —§) V. Proto
nazyvame (1 — &)V primé rnym ziskem, tzn.

.
=(1-0)) 5w
t=1
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Definice hry v rozsitené formé& (opakovani)

Definition
Konena sekveneni hra s dokonalou informaci je I'E je ¢tvefice
(Q,H,p, U), kde:
> @ je mnoZina hrd&i,
» H je mnoZina historii (kontexti, uzl@). H” oznatuje mnoZinu
terminalnich historii. H® = () oznaluje potate¢ni uzel.
» p(h): H\ HT — Q p¥itazuje kaZdé neterminalni historii h
hrace, ktery je aktudlné na tahu.
» U je vektor uZitkovych funkci U;(h) : HT — R! pro viechny
i€ Q.

Pozn.: Miminum pro definici hry s dokonalou informaci je

(Q, H,p). Pozn.: Zavedeme: A(h) je mnoZina akci pro kazdé

h € H\ HT, tzn. mnoZ¥ina proveditelnych akci po dosaZeni historie
h.
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Definice opakované hry

Definition

M&jme I = (Q; {Si}icq: {Ui}icg). T-krt opakovand hra '™ s
bazovou hrou I' a ohodnocovacim faktorem ¢ je hra v rozsitené
formé s dokonalou informaci a sou¢asnymi tahy hraci, kde:

> mnoZina termindlnich historii je mnoZina sekvenci
(st,s2,...,sT) profilG hry I

» p(h) = @ pro vdechny historie h = (s!,s2, ..., st)
(Vte{1,.., T —1}).

> Ai(h)=S; pro viechny historie h = (s!,s?, ..., s?)
(Vte{1,.., T —1}).

idy hrac i ohodnocu1e kaZdou terminalni historii

L sT) dle svého priim&rného zisku

> ka
(s
(—5)2 1 01 Ui(sY).
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Poznamka k definici: nekone¢né opakované hry

V pt¥ipadé nekonecné opakované hry [°:

» Termindlni historie jsou nekone&né sekvence (s!,s?, ...).

> Prim&my zisk je (1 — ) > 52, 6571 U;(sh).
V obou p¥ipadech (konefné, nekonetné opakovani) je termindini
historie nazyvana taky "outcome path” (vysledkova posloupnost).

Path ve smyslu cesta grafem hry v rozsifené formé.
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Zpatky k v&znim

C D
cl 11 |-12
D|2-1]00

Hraje se T-krat:
» T =1, pak je NE = (D, D)
> T >1aT je konetné, zpétnou indukci ziskdime SPNE
(Subgame Perfect NE), které je op&t NE = (D, D)

T =2 - v druhém kole mé& zradi. Mam dlivod vé&Fit tomu, Ze p¥i
mé strategii C hra v prvnim kole skon&i v (C, C)?
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Zpatky k v&znim

Hraje se oo-krat:

Proposition

Je-li 6 > % pak mad oo-krdt opakované Vé&zriovo dilema (dle
pFedchoziho zaddni) SPNE (C, C), které se hraje v kaZdém tahu.

Proof.
Ptedpokladejme grim trigger strategii.
Pokud hra¢ i bude hrat stéle C, je jeho primérny zisk
(1—68)[1+ 6+ 0%+ ...] = 1. Zahraje-li D v libovolném, napt.
prvnim, tahu, pak je jeho zisk (1 —d)[24+ 0+ 0+ ...] =2(1 — ).
Pokud je § = % pak je to srovnatelny zisk, pokud § > % pak je
horsi.

O
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Co je Nashovo ekvilibrim v opakovanych hrach?

» Obecny vyznam NE zndme (je to profil, kde Zadny hrag
zmé&nou své strategie neziskd pro sebe lepsi vysledek).

» Definice strategie v opakovanych hrich byla dana (je to
chovani hrae pres viechna opakovani hry).

» Zisk hrate v opakované hte je suma vSech dosazZenych ziski
pres vSechna opakovani.

P Hraci hledaji dlouhodobou strategii, ktera jim pFinese
optimalni zisk — v NE.
Vytvofime superhru (supergame), kterd je pro nds obvykld
nekooperativni hra v normalni formé&.
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Ukdazka superhry nad Véziiovym dilematem

Uvazujeme superhru I nad Véziiovym dilematem, které bude
T-krat/oco-krat opakovano, kde S; = {trigger, C, D}.

Priimé&rné uZitky jsou:

A/B | trigger C D
trigger | (1,1) | (1,1) | (0,0)
C (1,1) | (1,1) | (-1,2)
D (0,0) | (2-1) | (0,0)
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Folk theorems (General feasibility theorems, R. Myerson)

Forma "solution concept” v opakovanych hrach.

Folk theorémy jsou tfida vét, které v opakovanych hrach ukazujf,
Ze kterykoliv vysledek hry je pfijatelné FeSeni, jestli je pro hrace
alespoii tak dobry jako jejich minimax zisk.

Definition
M&me hru I = (Q; {Si}icq; {Ui}tieq). Minimax zisk hrace i € Q
ve hve [ je:

- s_jES_; \ si€S;

v, = min <maX[Ui(Si’5—i)])

vaved

vi je tedy nejnizsi BR;. Ptedpokldddme, Ze hraci jsou schopni si
kolektivn& uv&domit miru p¥ijatelného vysledku hry (feasible
outcome). Ten p¥edstavuje jakousi socidlni normu.
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Minimax strategie

Dikaz je zaloZzen na pouZiti grim trigger strategie.

Definition
Rekneme, Ze vyplatni vektor v je striktn& individualn& raciondlinf,
pokud plati pro v8echny hrate i € Q : v; > v;.

Definition
Minimax strategii proti hraci i nazveme sub-profil m' ; (ve
dvouhraové hte strategii protivnika), kterd mu pfinese v;. Je to:

i .
m'_ . = ar, min |max U;(s;, s_;
! € s_j€S_; |:S,'ES,' I( " I):|

Plyne z toho, 7e BR;(m' ;) = s/ takova, e U(s/,m’ ;) = v;.
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Folk theorem

Dopliime, e V* C RN je mnoZina ptijatelnych (stejnych jako v;) a
striktné individudIn& raciondlnich ziskd.

Folk theorems ukazuji, Ze pokud jsou hradi dostate¢né citlivi k
budoucnosti (maji dostatetn& vysoké d;), pak jsou schopni
dosahnout libovolného dosaZitelného stritné individualné
raciondlniho zisku formou NE.

Theorem
Pro vSechny v = (v1, va, ..., vy) € V* existuje § < 1 takové, Ze pro
vsechny 6 > ¢, existuje NE v [*°(9) s vektorem ziskii v.

KdyZ hrajete s ¢lovékem, jehoz §; — 0, nemd smysl doufat v
trestani.
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Folk theorem, dikaz

P¥edpokladejme nejd¥ive, Ze existuje profil s = (s;);eq takovy, Ze

Ui(s) = vi, (vi)ieq € V* (jinak bychom museli zavést smi%ené
strategie, jde to, ale to bychom si to zna&n& zkomplikovali).

Zavedeme si trigger strategii:

1. Hrej od nultého kola s; tak dlouho, dokud protihrag hraje s_;.
Pokud protihrd&(i) vybodi, presufi se do stavu 2.

2. Hrej uz jenom mf (strategie, kterd garantuje v;).
Pokud hradi hraji kooperativng, maji ve h¥e zisk v. Hrac i, ktery
vyboti v kole t, aby ziskal v; = BR;(s_;), ziskd maximaln&:

(1—5) [V;+(5Vi+“‘+5t_1vi+5t7;+5t+lﬁ+5t+2ﬁ+"']
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(L=08)[vi+6vi+ -+ v+ 6V +6T v+ 62y 4]

5t+1i
= (L= O)vi+ v+ 4 0Ly 4 0T+ ] =
1-6

= (1= + (L= 0)ovi+ -+ 6 ] + (1= 6)5W + 5y

Druhy ¢len:

(1=0)[6vi+-- 46 v)] = vi(6+- - -+ 1 =62 — - - 46%) = v;(6—07)

Prvni a druhy &len:

(1= 0)vi +vi(6 = 6°) = vi = dvi + dv; — vid" = v;(1 = 4&")

Martin Hruby Opakované hry; Korelované equilibrium



Celkov& (zisk hrate i, ktery v kole t vybotil z kooperativniho
profilu):

=(1—-6%v; +0"(1 - 8)vi + 6"ty

Aby navrhovan3 strategie (tzn. hrat kooperativng) byla optimalni,
musi platit:

vi > (1= 6%y + 61— 0)vi + 6"y,
vi > v — 0 [vi — Vi + 6v; — dvi]

vi > v = 6 [vi + (6 — 1)V — dvj]
To bude platit, pokud:

vi+ (6 — 1)V — v >0
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P¥elomova je hodnota

J = max [Vi_ Vi]

€@ |[Vi— v

Vi<Vvi<Vi=Vi—vi<Vi—Vvi=0<1

Pro v8echny 6 > 0 je raciondlni hrat zvolenou strategii a neuhybat.
Resp. pfi = 4 je deviujici hra¢ na stejném zisku, jako by
kooperoval, p¥fi § > § ma striktné horsi zisk.

Tento Folk theorem ukazuje, Ze pro jistou miru paméti (nebo
citlivosti k budoucnosti) je protihra¢ raciondln& nucen ke
kooperativni strategii.
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MAINET

L R
U |66 | 0.-100
D|71]0,.-100

NE = (D, L), vi =0, vo = 1. Minimax strategie hrae 2 je hrit R.

Nash Folk Theorem p¥ipousti hrani (U, L) = (6,6), oviem hra& 2
musi hrat R kdykoliv hrd¢ 1 uhne (a to je zna&n& bolestivé).

V,'—V,'_7—6_1

0 =
< vi—v; 7-0

Dalsi Folk Theoremy v rdmci projektd.
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Jak lidé hraji v opakovanych hrach

Podle laboratornich experimentd (Asu Ozdaglar):

P Lidé hraji v opakovanych véziiovych dilematech
kooperativnéji, neZ by se ocekavalo.

» Dokonce i u kone¢n& opakovanych hrach.

> Lidé jsou konfrontovani s matici zisk(, ale to neni jejich
veskery uZitek.

» Dalsi slozky uZitku prameni ze socidlnich preferenci.
Typy socialnich preferenci lidi:

» Altruismus — maji uzitek z toho byt hodni na druhé.

> Férovost — maji uzitek z toho byt fair na druhé.

> Pomstichtivost — lidé radi trestaji ty, co vybodi z férovosti
nebo jinych socialnich norem.
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Korelované ekvilibrium

» Korelované ekvilibrium je herni koncept, ktery zobecriuje
Nashovo ekvilibrium.

» Poprvé definovdno Robertem Aumannem (Nobel. cena, 2005)
v &lanku "Aumann, R. (1974) Subjectivity and correlation in
randomized strategies. Journal of Mathematical Economics

1:67-96."

.

<

Martin Hruby Opakované hry; Korelované equilibrium



Korelované ekvilibrium

» Korelované ekvilibrium (CE) je zaloZeno na my3lence, Ze hra¢
voli svou strategii na zakladé pozorovani n&jakého verejn&
zndmého signdlu (signdl je common knowledge). NE
predpokladd, Ze hral se rozhoduje pouze dle specifikace hry.

» Signal hradi "napovi” tah. Pokud hra¢ uvéfi, Ze vsichni
protihradi hraji dle CE a vidi, Ze by si pohorsil hranim jiného
tahu (neZ je ten napov&zeny), pak je profil tvoreny t&mito
ndpovédami korelované ekvilibrium.

> Existuje mnoZina takovych profili. Budeme déle predpokladat
racionalitu hra¢l a volbu pareto dominantniho profilu.

Co je to ta ndapovéda?

o

> Netekdme, Ze existuje "centralni autorita”, kterd by hracdm
vyfesila jejich problém a navrhla jim feSeni.

» SpiSe tim modelujeme fakt, Ze hradi Ziji ve spole¢ném
informa&nim kontextu (¢tou stejné noviny).
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MAINET

UvaZujme hru:

a b
Al 99 |610
B| 10,6 | 0,0

MNEs:
> (A, b) zisk (6, 10)
» (B, a) zisk (10,6)
> ((%,2),(%,1)) zisk (8.57,8.57)
CE = (0.75,0.125,0.125,0) zisk (8.75,8.75)
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MAINET

P¥epodpokladejme, Ze n&kdo hodi minci (padne H nebo T) —
vefejné pozorovatelny signdl. Hradi souhlasi, Ze budou hrat

» (A, b) v p¥ipadé H
» (B,a) v pfipadé T
> ocekdvany zisk na (8,8)
Co Best-response?
» Padne-li H, hra¢ 1 vi, Ze hra¢ 2 bude hrat b (A je tedy
Best-response)
» Padne-li T, hrd¢ 1 vi, Ze hra¢ 2 bude hrat a (B je tedy
Best-response)
Otekavané zisky nyni mohou vyt vy&si nez v MNE (pokud nap¥.
zm&nime v (A, a) zisky na (8, 8)).
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P¥iklad - dali experiment

Signal nemusi byt aZ tak informaéné& Gplny. Pozadame arbitra, aby
hodil kostkou (vysledek n zadny z hra&a nevidi).

» Oznamime hraci 1, zda-li n padlo do {1,2} nebo do
{3,4,5,6}.
» Ozndmime hradi 2, zda-li n padlo do {1,2,3,4} nebo do
{5,6}.
» Hra¢ 1 hraje B, pokud n € {1,2} nebo A p¥i n € {3,4,5,6}.
» Hra¢ 2 hraje a, pokud n € {1,2,3,4} nebo b pfi n € {5,6}.
> ocekdvany zisk je (8.333,8.333).
BRli
» pokud n € {1,2}, hrd¢ 2 bude hrat a, pak BR; je hrat B
> pokud n € {3,4,5,6}, hra¢ 2 bude hrat (1,1), BR; je hrat A
m =210+ 2(39+ 36) =8.333
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Definice korelovaného ekvilibria

M&me hru I = (Q; {Si}icqi {Ui}ico)-

» CE pfifazuje kazdému profilu s € S pravdépodobnostni

ohodnoceni 7(s).

> Re¥enim je tedy vektor m = (7(s))ses.
Definition
M&me hru I = (Q; {Si}icq: {Ui}icq) a vektor m = (7(s))ses
takovy, Ze:

1. n(s) € (0,1) VseS

2. ZSES 7T(S) =1
Vektor 7 je korelovanym ekvilibriem ve h¥e ', pokud plati pro
v8echny hrice i € @ a kazdé dv& strategie s;,d; € S;, d; # s;:

Z 7(s)(Ui(si,s—i) — Ui(di,s—-i)) > 0

s_;€S_;
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MAINET

a b
Al 99 |610
B|106 | 0,0
a| b
A 1 T2
B T3 | T4
—1lm 4+ 6w >0
7T3—67T4ZO

Pravd&podobnosti 7(s) spole¢n& s nerovnicemi modeluji co hraci
nikdy neudélaji. Téleso vymezené nerovnicemi modeluje p¥ipustna
¥eSeni CE. Zfejmé budeme hledat paretovské optimum.
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Kompatibilita Korelovaného ekvilibria

Theorem
Je-li o* MNE, pak m = (I'vazla*(s,-))ses Je korelované ekvilibrium.

Ve

Dikaz jako domdci p¥iprava (odkaz na " perchta.fit").
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Vypocet Korelovaného ekvilibria

Dobré zpravy o CE:

» CE je nadmnozina MNE, tzn. v8echny MNE jsou souasné
CE. Plyne z toho, ze CE vZdy existuje (divod: Nash dok&zal,
7e MNE vzdy existuje).

» Ch. Papadimitriou dokazal (&ldnek " Computing correlated
equilibria in multi-player games”, In: 37th ACM Symposium
on Theory of computing), Ze vypotet CE je v polynomické
¢asové slozitostni tFidé&.

» M. Hruby navrhl algoritmus efektivniho vypoctu CE se
zapojenim paralelismu (¢lanek " Algorithmic Approaches to

Game-Theoretical Modeling and Simulation, In: AUCO Czech
Ecomomic Review, on-line: auco.cuni.cz).

» Nastroj CE-Solver, http://perchta.fit.vutbr.cz/CE-Solver/

> Vypoclet CE je zaloZen na linedrnim programovani.
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Vypolet CE obecn& (LP-dloha)

Budeme hledat Pareto efektivni profil, ktery ma CE vlastnost. To
znamend, Ze maximalizujeme souhrnny uZitek Z(s) v CE profilu Z:

MAX :Z = w(s)Z(s)
seS
Z(s)=>_ wiUi(s)
ieQ
Véhovani (w;)ieq:
> Na to v literatufe neni moc ndzor...
» Nejjednodussi je nastavit w; = 1;Vi € Q.

» Vahovani vybird Pareto optimalni CE mezi viemi CE.
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Vypolet CE obecn& (LP-dloha)

Proménné:

m(s) € (0,1);Vse S

Omezujici podminky (constraints) jsou (ddle pak "matice G"):

D n(s)=1

seS
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Vypolet CE obecn& (matice G)

Omezeni dané matici uZitkd (obecng):
G- -7’ >0

Matice G:
» Radky matice G jsou indexovény i,j. k, kde i € Q, j,k € S;.
Mame tudiz 3=V 1 |S;| - (|Si| — 1) ¥adka.
» Sloupce jsou indexovdny strategickymi profily, je tudiz S
sloupcti v matici.
» Prvek matice G« v profilu s € S je dan:

Ui(si,s—i) — Ui(k,s—i) si=]
Gijl(s) = {O ( ) — Ui(k,s-) = J
Jinak
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Vypotet CE obecné

Redime LP-dlohu s prom&nnymi 7(s) a omezujicimi podminkami
(Ysesm(s) =1,G - 7" >0). Maximalizujeme Z.

Vysledkem je naplné&ni prom&nnych 7(s) pravdépodobnostmi
profil. DdleZité je si uvédomit, Ze tento postup vypocltu
vyhodnocuje jedno Pareto efektivni CE. Neni tudiz pravda, Ze
existuje pouze jedno CE a to je jednoznaénou odpovédi na otdazku
"co hradi udélaji?”.

Tento algoritmus nijak neni omezen poétem hracd nebo jejich
strategii — pouze vyslednou &asovou a pamé&tovou sloZitosti.
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Demo

A/B c d
a 10,2 | 8,4
b 54 |73

5= {(37 C)v (av d)? (bv C)? (bv d)}

G-matice (¥adky modeluji mozné deviace hra&u, sloupce jsou
vdechny profily ve hte):

Jj— k/s | ac | ad | bc | bd
a—b 5 1

b— a -5 -1
c—d | =2 1
d—c 2 -1
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Vede na LP-ulohu

Maximalizace Z = ) s 7(s)Z(s).

5n(ac) + m(ad) > 0
—57n(bc) — w(bd) > 0
—2m(ac) + m(bc) >0
2n(ad) — w(bd) > 0

Druhd nerovnice jasné& vede k m(bc) = w(bd) = 0. Z toho plyne:
—2m(ac) > 0 plati pouze pro 7(ac) = 0.

Zbyvéd m(ad) > 0N Y 7(s) =1, tzn. 7(ad) = 1.
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Princip CE obecné — analyticky efekt G-matice

» MnoZina nerovnic G - 77 > 0 modeluje hraovy tendence
ptechdzet mezi strategiemi.
> Pokud je Yadek G « cely zaporny (resp.
Gijk(s) <0;Vs € S), pak strategie k striktné dominuje nad ;.
> Pokud je ¥adek nulovy, pak jsou strategie ekvivalentni.
Takovy ¥adek miiZe byt z LP-constraints vypu$tén, nebot
nema Zadny efekt.
> Pokud existuji kladné i zdporné koeficienty G; ; «(s), pak nelze
nic o strategiich j, k Fict.
» Pokud existuji pouze kladné a nulové koeficienty, pak strategie
J slab& dominuje nad k (nelze ¥ict, Ze dominuje striktn&).
Matice G zde vystupuje jako zajimavy analyticky ndstroj s velmi
jednoduchou datovou strukturou.
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Optimalizovany vypocet CE ve h¥e (Hruby, 2008)

Aplikovatelnost CE-Solveru:

» Redukce prostoru profilli hry na mensi hru — vede na mensi
LP-dlohu.
» V p¥ipadé zatim nevyhodnocenych U(s) redukujeme polet
profilli, které musi mit vyhodnoceny uZitek.
M&me hru I = (Q; {Si}icq: {Ui}icg) a potitatovy model
(proceduru) cellModel : S — RN pro vypotet uitkii
U(s) := cellModel(s).
» PYedpoklddejme, Ze vypotet cellModel(s) je hlavni &asovou
zatézi na vypocet.
» Chceme omezit polet invokaci cellModel na minimum, tzn.
hleddme minimalni S, C S pot¥ebnou pro vyhodnoceni CE.

» Sestavujeme redukovanou hru, tzn. redukovanou S, C S.
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Redukce G-matice v nasem p¥ikladé

‘ ‘ac‘ad‘bc‘bd‘

a—>b| 5 1

b— a -5 -1
c—d| -2 1
d—c 2 -1

—57n(bc) — w(bd) > 0

ab | ad
—r [ e

a—b| 5

N a—b| 1
c—~d| =2
75 c > d—c| 2
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CE-Solver: Parallel algorithm solving CE

1. For all players i € Q:
2. Forall j € S;:
3. Forall k € S;,j # k:
4. Compute Gjj in parallel
5. If negative, disable related profiles and propagate backwards
in G.
Result:

» Remaining profiles determine S;,Vi € Q
» G is already computed
> LP-task can be generated
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Data types and structures

>

v

valid : S — Boolean is a boolean array displaying what
profiles are valid or non-valid (zero/non-zero probability).
Initially, all profiles are valid.

umap : S — RN is a dynamic dictionary (items can be added
and removed during the computation) assigning payoff vectors
to particular profiles. Initially, umap is empty.

dominated : Q x S; — Boolean is a boolean array displaying
what strategies are already found to be dominated. Initially,
all are set False.

type profList is a list of tuples (S,R).

type gRow = (pos : proflist, neg : profList)

GJi,j, k] is a dynamic list of gRow indexed by (/,j, k). G
represents the G-matrix.
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Gsolve — main part

for i in Q:
for j in S[il:
for k in S[i]:
if (j!=k):
if (not(dominated[i] [j]
or dominated[i] [k])):
row = solveRow(i,j,k);
if (row !'= ([1,[1)):
if (row.pos != [1):
G[i,j,k] := row;
else:
dominated[i] [k] := true
for (s,r) in row.neg:
disableProf(i,s);

Martin Hruby Opakované hry; Korelované equilibrium



Smys| CE (versus NE)

» CE na v&c nahliZi jinak nez (M)NE.

» NE je stavebni kimen celé Teorie her (ve viech jejich
podoborech).

» CE je obecné&jsi a snadno spocitatelné ekvilibrium. PYesto neni
jaksi brano v komunit& hernich teoretik( vazné.

» Pochopeni pozadi definice CE neni snadné.
Z algoritmického simulaéniho hlediska:

» Pokud je vice NE (MNE), pak nikdo nevi, jaké hra¢i budou
hrat. Obvykle je pravdépodobné, Ze to Pareto optimalni.

» U CE, vyhodnocenim soustavy linedrnich rovnic ziskdme
podprostor smiSenych profill, kde kazdé z nich je spliiuje CE.

» U CE neni pocet hracli implementa¢né omezujici jako u MNE.
» CE na rozdil od MNE déava odpovédi.
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CE versus NE

Bylo ¥eceno, Ze CE je obecnéjsi nez NE. Co to znamena?

» CE je vymezeno FeSenim linearnich nerovnic. Ty tvofi
mnohothelnik (polytope). Vechny body mnohothelniku jsou
CE. MiZeme pak najit optimum na mnohouhelniku.

» Podstata MNE: smiSend strategie o} je best-response na o* ;.

MNE je diskrétni mnozina. Nalezeni smiSenych profill tvofi
algoritmickou ndro¢nost MNE.

Theorem

V nedegenerované dvouhracové hre, MNE jsou vrcholy CE
mnohotihelniku.

Neznamend to ovsem, Ze v8echny vrcholy CE mnohothelniku jsou
MNE (minimaIn& v3ak jeden).
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MAINET

a b
Al 99 |6,10
B| 10,6 | 0,0

Pareto optimdlni CE je: CE = (0.75,0.125,0.125,0) se ziskem
(8.75,8.75)
Strategie A se hraje s pravdépodobnosti 0.875, dalsi podobné.
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CE versus NE

R. Nau, S.G. Canovas and P. Hansen: On the geometry of Nash
equilibria and correlated equilibria, 1JGT

F | O
F|134)00
O0|00]43
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Vypocet hernich ekvilibrii, optimalizace heuristikami

M&me hru I = (Q; {Si}icq: {Ui}icq) a potitaovy model
(proceduru) cellModel : S — RN pro vypotet uZitkii
U(s) := cellModel(s).

>
>

>

cellModel(s) modeluje disledky akci hrd&i (s;)icqo-
Nechceme hru zkoumat analyticky, ale simulagn& (vypocet
U(s) = {cellModel(s)|s € S}, vypocet ekvilibria).
Nechceme zkoumat podobu cellModel.

Hleddme mechanismus (algoritmus), ktery pfi minimalnim
poctu krokd a s pouzitim minimalni paméti najde ekvilibrium
pouze pfi znalosti I = (Q; {Si}icq: {Ui}icq) a dostupnosti
cellModel(s).

Zajimavé zaddni algoritmického problému.

FDDS — Fast Detection of Dominant Strategies.
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Mame uzavfenu &3st definice her, hernich konceptl a ekvilibrii.

Ndsleduji aplikace a druhd strana THE:
» Mechanism design — teorie vefejné volby a aukce.
» Evoluéni teorie her.
» Rozbor rozsahlého modelu z elektroenergetiky.

> Z3vérelné opakovani (777).
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