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Chapter 1

Predmluva

1.1 Predmeét Teorie her na FIT VUT v Brné

Predmét Teorie her byl otevien a poprvé pfedndsen na FIT VUT v Brné v akademickém roce 2009/10.
V prvnim roce si predmét zapsalo cca 110 studenti a absolvovala pfiblizné polovina. Z toho lze soudit
realnou kapacitu pfedmétu a pocet zdjemcti o herné-teoretickou problematiku.
pripravu, zkuSenosti a nadhled. Pro dalsi akademické roky je predmét Teorie her riizné charakteri-
zovan v riznych magisterskych oborech: pfedmét je povinny v oborech Bioinformatika a biocomput-
ing a Matematické metody v informacnich technologiich. Povinné volitelny je v oborech Inteligentni
systémy a PocitaCové sité¢ a komunikace. V ostatnich oborech magisterského studia je nabizen jako
volitelny.

Na zacatek si zodpovézme dvé otdzky: co je Teorie her a co studium Teorie her pfinese infor-

matikovi?

Teorie her je znacné multi-disciplindrni véda, kterd zkoumd a matematicky popisuje
situace, kdy se skupina inteligentnich jedincu musi néjak rozhodnout, jejich rozhodnuti
vede k néjakym diisledkiim, které tyto jedince zajimaji a jedinci maji zdjem dosdhnout

dusledku, které se z jejich pohledu jevi jako nejlepst.

Existuje spousta definic Teorie her a spousta nazord, jak na tuto teorii nahlizet. Je kazdopadné
jisté, Ze Teorie her ndm pfimo nefika, co konkrétné jedinci v jejich situaci opravdu udélaji, a uz vibec
nam negarantuje jistotu takové predikce. To v podstaté nikdo ani nechce. Teorie her ndm umoZni
jejich situaci formalné popsat, analyzovat, pochopit a vyvodit pro sebe néjaky zavér o situaci. V
ramci studia her budeme zkoumat individualni racionalitu jedinct pfi rozhodovani, jejich moZnosti,
preference a uZitek dosaZeny ve hte.

Kdyz se na Teorii her podiva informatik, tak mitize fict, Ze Teorie her je varianta umélé inteligence

nebo vSeobecné metod modelovani. Budeme pracovat s modely a mnohdy budeme chtit tyto modely



pocitacové zpracovavat do formy simulacnich modelt. Dale miZe informatika zaujmout algoritmicka
naroc¢nost nékterych problémdi a tim i hledani pro né efektivniho algoritmického feseni. Samoziejmé
se nabizi souvislost matematické teorie her a pocitaCovych her (nékteré se dokonce nazyvaji strate-
gické). Je dobré si hned na pocatku pfiznat, Ze predmét Teorie her (THE) neni kurzem tvorby
pocitaCovych her. OvSem pocitaCové hry v sob& obsahuji prvky umélé inteligence a ty jsou zaloZeny
na zde zkoumanych teoriich. Obecné vzato miZze byt studium her piinosné pro kazdého clovéka,
protoZe pozni modely mnoha kazdodennich lidskych situaci, pochopi, pro¢ svét funguje zrovna timto

zpusobem a to rozhodné neni k zahozeni.

1.2 Prehled prednasek

Program prednasek v Teorii her na FITu ma jako svij cil podat co mozna nejsirsi zabér pies vSechny
problémy, které Teorie her fesi. V kazdé kapitole jsou diskutovany zdklady a nejdilezitéjsi modely.
Lze oCekavat, Ze se v budoucnu program prednasek doplni o jednu az dvé nové kapitoly, jisté vsak je,

ze v prednaskach rozhodné zazni tato témata:

1. Uvod do matematického rozhodovdni — tivodni kapitola zavede pojmy strategie, zisk, uZitek,
preference a teorie optimdlni volby. DileZité je zejména pochopeni pojmu preference a pref-

eren¢ni relace.

2. Hryvnormadlni formé s nenulovym souctem — tento typ her je naprostym zakladem pro chapani
strategickych interaktivnich situaci. Zavede se vétSina nezbytnych pojmii jako je strategie, hrac,
hra, best-response, dominance strategii, ekvilibrium a dalsi. Pochopeni této kapitoly je klicové

pro studium her.

3. Hryvnormdlni formé s nulovym souctem — specialnim pfipadem her s nenulovym souctem jsou
hry s nulovym souétem, ke kterym lIze pristupovat mirné odlisSnym zptisobem. Budou zavedeny
zakladni metody analyzy téchto her. Jako vedlejsi produkt této kapitoly bude vysvétlena metoda

Linearniho programovani, které je pro teorii her zdkladnim matematickym aparatem.

4. Algoritmy pro Feseni strategickych her — kapitola pfinese naprosto stéZejni modely oligopolu
dle Cournota a Bertranda, které staly na pocatku tivah o podobé ekvilibria ve hrach s nenulovym
souétem. Bude diskutovéan problém existence ekvilibria ve hrach s nenulovym souctem a prove-
den dikaz existence ekvilibria v kone¢nych hrach. Soucasné s timto budou zavedeny hry ve
smiSenych strategiich. V zavéru budou predvedny zdkladni postupy vypoctu Nashova ekvilib-

ria ve smiSenych strategiich.

5. Hry v rozSitené formé — hry v rozsifené formé se také nazyvaji sekvencni nebo dynamické

hry. V téchto hrach se hraci stiidaji v tazich a hra je obecné provedena ve vice akcich. Uvidime



10.

11.

12.

13.

souvislost mezi sekvencni hrou a hrou v normalni formé. Budou diskutoviny problémy Stack-
elbergova ekvilibria, prvek diavéryhodné/nediivéryhodné hrozby v hernich situacich a forma

ekvilibria ve hrach v rozsitené formé — tak zvané Sub-game Perfect Nash Equilibrium (SPNE).

Vyjedndvdni a kooperativni hry — v druhé Casti semestru pripustime, Ze hraci ve hfe mohou
spolu komunikovat a vyjedndvat o volbé spolecné strategie, pripadné tvorit koalice. Koopera-
tivni hry studuji pfedpoklady, za jakych okolnosti hra¢i mohou kooperovat a jaké zlepSeni zisku

jim to prinese.

Opakované hry —bude dokazano, Ze pti opakovani strategické interaktivni situace lze oCekavat
u hraci tendence ke kooperativnimu jednani. Dokonce, pokud ma hra nekone¢ny pocet opakovani
(j. hraci neznaji okamzik posledniho opakovéni hry), pak je jejich raciondlni volbou kooper-

ovat.

Korelované ekvilibrium ve strategickych hrdch s nenulovym souctem - korelované ekvilib-
rium tvofii alternativu pro Nashovo ekvilibrium ve smiSenych strategiich. Prozkoumame jeho

interpretaci a algoritmus vypoctu.

Mechanism design — obtizné preloZzitelny pojem, ktery lze interpretovat jako navrh pravidel ve
strategickych interaktivnich situacich. Mechanism design byva obcas prezentovén jako teorie
her naruby. Jednd se o navrh pravidel hry takovy, aby racionalnim chovanim hraca bylo chovat
se tak, jak si ndvrhéf hry pfeje. Obvykle je cilem dosdhnout stavu, kdy hraci chtéji dobrovolné

prezentovat svou pravdivou preferenci o situaci. Jako nejtypictéjsi priklady téchto situaci si

predvedeme Teorii vefejné volby a Teorii aukci.

Teorie aukci — uvodni kapitola do Teorie aukci bude formalné definovat zakladni aukcni prin-
cipy a poznatky o ekvivalenci mezi nékterymi aukcemi. Aukce jsou velmi vyznamnou slozkou
redlného Zivota. Proto je velmi praktické rozumét chovéni v aukcich, naptiklad pro situace, kdy

musime néjakou aukci sami organizovat.

Evolucni biologie — evolucni biologie je prekvapivé aplikace teorie her do zkouméani vyvoje

zivociSnych druhii a modelovani jejich vzdjemnych interakci. Kapitola bude vychazet z prevratného

¢lanku J. M. Smithse, ktery poprvé pouZil pojmy teorie her pro vysvétleni riznych fenotypa

chovani jedinct a zavedl kli¢ovy pojem evolucné stabilni strategie.
Theory of Moves — mirné alternativni teorie taht od Stevena Bramse.

Rozbor pripadové studie simulacniho modelu zaloZeného na teorii her. Tato kapitola neb-
ude soucdsti skript. Jednd se o demonstraci teorie her v simulaénim modelovéni elektro-

energetickych trhit v Ceské republice, kterym se autor po léta zabyva.



1.3 Opakovani matematickych pojmu

Predmét THE od posluchact nevyZaduje specializované znalosti matematiky, ale pouze zdklady a
predevsim schopnost diikladné studovat predlozené definice, véty a diitkazy. Predpoklad4 se prehledova
znalost z oblasti diskrétni matematiky, algebry, matematické analyzy, teorie pravdépodobnosti a statis-
tiky.

Presto se hodi znovu vysvétlit zakladni pojmy, na kterych bude stavéno. Zakladnim pojmem
je pojem mnoZiny. Bez potfeby hloubéji zkoumat teorii mnoZin a rtizn€ abstraktni definice pojmu
mnozina lze mnoZzinu vysvétlit jako matematicky objekt A, pro ktery plati, Ze jsme schopni pro kazdy
(V) libovolny objekt o jednoznacné urcit, zda-li objekt o je nebo neni prvkem A. MnozZinu tedy urcuje

vztah byt prvkem mnoZiny, coz piSeme:

o€ A

a Cteme “objekt o je prvkem mnoziny A” (patii do mnoziny) nebo naopak o ¢ A — “objekt o
neni prvkem mnoZiny A” (nepatii do mnoZiny). Zavedme jako dohodu (notaci) mnoZiny zapisovat
s velkym pocate¢nim pismenem (nebo slovem zacinajicim velkym pismenem) a jejich prvky malym
pismenem.

Pro informatiky je diileZité zduraznit, Ze mnoZina neni seznam. Pokud prvek patfi do mnoZiny,
pak je v mnozing pouze jednou'. Co je déle dilezité, je sdéleni, Ze prvky v mnoZin& nemaji poradi
(nejsou sefazeny). Proto by nikdy nemélo zaznit ”Prvnim prvkem mnoziny napt. A je ...”.

Mnoziny Casto zapisujeme vyctem prvki:
A= {al, A9,y ...y CL:B}

Prazdnou mnoZinu pak symbolem (). Zépisem |A| budeme znacit poCet prvki mnoziny (kardi-

nalitu mnoziny). Tedy, |A| = z, kde + € N* U {0}. Ustdlené mnoziny ¢isel budeme zapisovat
zdvojenym pismem — N pro z4pis mnoZiny pfirozenych &isel, tedy integers (ddle N*, N, N°%) a R pro
zapis mnoZziny redlnych ¢isel, tedy floats.

MnozZinu Casto zapisujeme néjakou podminkou, kterd plati pro jeji prvky, obecné

B = {a € A|condition(a)}

Pred svislou Carou je zapis mnoZziny, ze které se vybira (FROM, mnoZina A) a za svislou Carou je
dany "SELECT”.

Pojem podmnoziny je jisté¢ znamy. RozliSujeme ostrou podmozinu A C B (tedy |A| < |B|) a
neostrou C (tedy A= BV A C B).

1

...na rozdil od multi-mnoZiny, ov§em multi-mnoZinu lze zapsat formou mnoZiny dvojic (o,¢) kde 7 zna¢i polet
opakovani prvku o v mnoZiné



Dulezitou mnozinou je tak zvana potecni mnoZina. Méjme naptiklad mnozinu A. Pote¢ni mnoZina
mnoZiny A se zapisuje vyrazem 2 a obsahuje jako své prvky viechny moZné podmnoZiny mnoZiny
A véetnd prazdnd mnoZiny. Plati [24] = |2!4,

Zopakujme formalni definice mnoZinovych operaci sjednoceni (U), priniku (N) a mnoZinového
rozdilu (\).

Definice 1. Méjme dvé mnoZiny A a B. Operace nad mnoZinami sjednoceni (U), prinik (N) a

mnoZinového rozdil (\ ) definujeme takto:
e (=AUB&Vce(C:cecAVceDB
e C=ANB&VcelC:ce ANceB

e C=A\B&eVeceC:ce ANc¢ Bresp. C ={ce Alc ¢ B}

V mnoha zdpisech budeme operdtory U, N, > pouzivat s iteraéni proménnou:

C = U fun(i)

€N

pokud je N mnoZinou.

I= qun(@)

pokud je NV pfirozené Cislo a iterace probihd od ¢ = 1 do 7 = N vcetné, s krokem jedna. Pokud

jsou tyto dvé alternativy Ctenafi zfejmé, lze zkracovat na, jako napt.:
N
I= Z fun(i)
A

Kartézsky soucin (angl. product), relace
Kartézsky soucin (zna¢ime operatorem x ) mnozin A a B je definovan jako mnoZina vSech uspofadanych
dvojic

C=AxB={(ab)lac ANbe€ B}

Podstatné tedy je, Ze se jednd o mnoZinu a jejimi prvky jsou usporddané dvojice. Usporddana
N-tice je vektor prvkd, kde tedy jiZz na poradi zdlezi, t.j. (a,b) je jiny objekt nez (b,a). Kartézsky

soucin muze byt libovolné dimenze, napiiklad definujeme

CC=AxBx(Cx..xZ



S kartézskym soucinem souvisi pojem relace. Toto lidské slovo ma opravdu hodné vyznamd,
ovSem pro matematiku je binarni relace na mnozinach A a B podmnoZinou kartézského soucinu

mnozin A a B (tzn. je to mnozina uspotradanych dvojic).

RCAxB

Nasledujici dva zdpisy jsou ekvivalentni: R C A x A, R C A%

Pro relace se ustdlila nésledujici notace. Pokud je x € R a x = (a,b), pak obCas piseme aRb.
Definujeme i n-arni relace R C A x Bx C x ... x Z.

Ptiklad:

A={1,2,3}; B={z,y}

Ax B=A{(1z),(1,y),(2,2),(2y),3,2), (3, 9)}

R C A x Bnapt. R={(1,2),(1,y)}

Nad relacemi definujeme nékolik charakteristik, které nam ulehcuji vyjadfovani o riznych vlast-
nostech nasich popisovanych jevi. Jsou to vlastnosti (provadime vybér vlastnosti podstatnych pro
THE):

Definice 2. M¢&jme relaci R C A x A. Rekneme, Ze relace R je:
e iiplnd, pokudVa,b € A : aRbV bRa nebo oboje.

o reflexivni, pokudVa € A : aRa.

symetrickd, pokud Va,b € A : aRb = bRa.

e antisymetrickd, pokudVa,b € A : aRb N bRa = a = b, tzn. a i b jsou shodné prvky.

tranzitivni, pokud aRb A bRc = aRec.

Dulezity je fakt, Ze relace mize mit nékolik vySe zminé€nych vlastnosti sou¢asn¢. Kombinace
téchto vlastnosti vede k pojmenovani sloZenych vlastnosti relaci, jako jsou kvazi-usporadani, aplné

usporadani, ekvivalence a podobné.

Dalsi matematické znalosti

Predmét THE nevyZaduje u studentii znalosti matematiky, které by prekracovaly ramec béZného in-

formatického studia. Bylo by vSak dobré umét/chapat:

v v

e Precist/pochopit matematicky zapis — a predevsim chdpat, Ze matematicky zapis ndm zjednodusuje

inZenyrskou komunikaci a vede k jednoznacnému vyjadfeni naSich mySlenek.

e Upravy algebraickych vyrazi (odvozovini, zjednodugovani) — dpravy algebraickych vyrazi

jsou uménim, které je tfeba stdle péstovat a rozvijet.

8



e VyfeSeni linedrni, kvadratické a jednoduché diferencidlni rovnice. Zakladni feSeni soustav

linearnich rovnic.

e Derivovat funkce vice proménnych a hledat extrémy funkci — matematickd analyza by pro

inZenyra méla byt samozrejmosti.

V réamci studia THE bude probrdna (moZnd) novd matematickd metoda a tim je linedrni pro-
gramovani. Linedrni programovani je soubor metod feSeni optimalizacnich dloh s linedrnimi omezujicimi

podminkami a linearni hodnotici funkci. Je to zdaklad feSeni mnoha herné-teoretickych problémii.



Chapter 2
Uvod do hernich pojmi

V této kapitole naznacime zdkladni problém rozhodovéni a tim je volba jedné alternativy z mnoZiny
dostupnych alternativ. V umélé inteligenci a v THE se budeme snazit modelovat tyto okamziky,
kdy se inteligentni jedinec miZe nebo musi n¢jak rozhodnout. Zakladem rozhodovani je pochopeni
a poznani moznych alternativ (... muzeS si vybrat to nebo to...”). Soucdsti naseho modelu bude
predevSim pak ten vycet alternativ. NemizZeme zatim pocitat s tim, Ze by si poc¢itaovy model in-
teligentniho tvora sdm tento vycet sestavil.

Kazda akce ma vsak reakci. Volba alternativy ma svij diisledek (pozdéji budeme mluvit o uzitku).
Budeme chtit modelovat, zda-li si jedinec tento fakt uvédomuje a jakym zptusobem si ho uvédomuje.
Budeme zkoumat, zda-li je schopen porovnat dva dosazitelné dusledky a rozhodnout se, ktery on
povazuje za lepsi. Jinak feceno, zda-li je schopen né&jaky disledek preferovat pted jinym. Za jistych
okolnosti 1ze zaménit zkoumani preferenci nad disledky se zkoumani preferenci nad alternativami.

Jako vysledek této kapitoly definujeme okolnosti, za kterych je jedinec schopen provést raciondlni
rozhodnuti nad mnozinou alternativ, tedy rozhodnuti, které mu ptinese nejlepsi dosazitelny disledek.
Pozdé&ji uvidime, Ze to nemusi byt nutn¢ absolutné nejvyssi disledek (uzitek), ale budeme spiSe mluvit

o optimdlnim uZitku.

2.1 Uvod do Teorie volby (Theory of Choice)

V Teorii volby i v Teorii interaktivniho strategického rozhodovéni (Teorie her) jedinec provadi rozhod-
nuti, coz je jaksi zduvodnitelnd volba jedné z jeho moznych voleb (akci, tahd, strategii).

Mizeme zkoumat, zda-li jedinec dojde ke svému rozhodnuti pomoci néjaké raciondlni vivahy
nebo voli-li svij tah ndhodné. Jedinec volici svij tah ndhodné je v TH nazyvan pfiroda (angl. the
nature). Hry s takovym hracem jsou pak nazyvéany “hry proti pfirodé”. Timto aspektem her se vSak
budeme zabyvat pouze velmi okrajové.

V Teorii her se budeme z vétsi Casti zabyvat hraci, ktefi pro své rozhodnuti maji néjaky divod a ke

svému rozhodnuti dojdou néjakou matematicky podlozitelnou ivahou. Takové hrace budeme nazyvat
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raciondlnimi. Pojem racionality je pro TH klic¢ovy a bude mu vénovdna pozornost v nasledujici
kapitole.

Zakladem pro raciondlni tivahu je pochopenti faktu, Ze kazdé rozhodnuti ma sviij disledek. Disledek
rozhodnuti je v TH podobné diilezity fenomén jako samotnd racionalita a velmi tzce spolu souvisi.
Disledek je vyjadien formou néjakého kvantifikovatelného uzitku nebo také zisku. V THE budeme
pojmy uZzitek a zisk obvykle sméSovat, pouze v nékterych kapitolach budeme odliSovat objektivni zisk
a vniméni uZitku ze zisku (naptiklad v prvni pfednésce, v ramci kapitoly o Teorii uZitku). V anglické

literatufe byvaji tyto pojmy oznacovany jako payoff nebo utility.

Nyni si formalné definujeme ramec rozhodovéni jedince.

Mgjme jedince provadéjiciho rozhodnuti o volbé své akce z mnoziny akci A = {aq,aq, ..., ax}.
Predpokladejme, 7Ze jedinec ma dostatek informaci o dané situaci takovy, Ze je schopen definovat
mnozinu veSkerych dusledki svych rozhodnuti X = {xi,xs,...,z,}. Jedinec je dile schopen jed-
noznacné priradit kazdé své volb€ a € A pravé jeden disledek x € X. Matematicky tento fakt
modelujeme funkci (napriklad nazyvanou funkci uzitku), kterd prifazuje akcim a € A pravé jeden
disledek z mnoziny X

u:A—X

Mame tedy mnozinu moznych akci A, mnoZinu moznych dasledkti X a nyni potfebujeme voditko
pro volbu, kterou budeme chapat jako raciondlni.

Racionalita ma n€kolik definic. Jedna z nich fik4, Ze racionalné chovajici se jedinec voli svou akci
po dukladném zvazeni veskerych dusledkt. Dalsi fikd, Ze raciondlni jedinec maximalizuje svij zisk.
Zisk chapame obvykle jako Ciselné vyjadieni napfiklad formou penéz. U takového vyjadieni kazdy
jedinec sezndmeny s penézi chépe, ze 100 K¢ je vic nez 10 K¢. Chépe to proto, Ze je schopen obé

hodnoty porovnat.
Schopnost porovndvdni dvou moZnych vysledki proto bude zdklad pro raciondlni rozhodovdni.

Dodejme, Ze pokud je funkce u bijektivni (vzdjemné jednoznacné zobrazeni), coz znaci, Ze u je
jednoznacné (pro kazdé a € A existuje pravé jedno x € X, Ze u(a) = x) a souCasné ’na mnoZzinu”
(pro kazdé x € X existuje pravé jedno a € A, Ze u(a) = x), pak je jedno, zda-li mluvime o zkouméani
optima na mnoziné ddsledkil nebo na mnozin¢ alternativ. Je to jednoduché, pokud by existovaly dvé
alternativy vedouci ke stejnému duisledku, jsou pro jedince v zasadé€ totozné. Vénujme se proto, zatim,
zkoumdni preferenci na mnoziné alternativ.

Drtive, nez zavedeme pojem maxima (tzn. cestu k maximalizaci zisku), budeme definovat pojem
jedincovy preference. V obecné mluvé chdpeme preferenci jako n&jakou formu priority. Rekneme,
ze obyvatel VySkova preferuje vySkovské pivo, ale minime tim, Ze VySkovan konfrontovan s volbou

vyskovské versus kterékoliv jiné pivo vZdy voli svou doméci znacku. V tomto vyjadieni implicitné
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chapeme vysledek pripadnych konfrontaci, ale matematicky toto musime zdtraznit. Zduraziiujeme to
zavedenim preferencni bindrni relace nad mnoZinou alternativ.

Preferen¢ni relace R C A x A je tedy mnozina dvojic (aj,as), které interpretujeme tak, Ze
ay je preferovano nad (pfed) as. Rekneme rovnou, 7e v teorii volby a v TH obecné se pro lepsi
obecnost zavadi tak zvand slabd preference (angl. weak preference), ktera se interpretuje tak, Ze je-li
(a1,a) € R, coZ také piSeme a; Ras, pak jedinec nepreferuje as nad aq, nebo-li v kladné mluvé
feCeno, chipe a; jako lepsi nebo stejné dobrou akci jako as. Pro lepsi predstavu srovnejme slabou
preferenci s matematickym operdtorem > nad Cisly (coZ je opét relace a dokonce relace se stejnymi
vlastnostmi jako slaba preference). V TH je také Casto timto operdtorem slabd preference zapisovéna.

Pokud by ndm chybéla silnéjsi/radikalné;jsi forma preference, miZzeme zavést relaci striktni pref-

erence (budeme ji oznacCovat P).

Definice 3. Mé&jme hrdce s mnoZinou alternativ A a relaci slabé preference R C A x A. Rekneme, Ze

Jjedinec striktné preferuje a, nad ay (tedy ay Pas), pokud plati
a1 Ras N\ masRay

Jinak feceno, pokud (a1, a2) € P, pak (a1, a2) € R a souCasné (as,a;) ¢ R. Podobné zavedeme

relaci indiference I (doslova — nerozliSitelnosti), tedy:

Definice 4. Mé&jme hrdce s mnoZinou alternativ A a relaci slabé preference R C A x A. Rekneme, Ze

jedinec je indiferentni mezi dvéma riiznymi a; a as (tedy ailas), pokud plati
ar1Rag N asRay

Jaké musi mit relace slabé preference vlastnosti, aby dala jedinci ndvod k raciondlni volbé? Stéle
predpoklddame, Ze jedinec planuje zvolit akci, kterd bude nejlepsi ze vSech moznych, tedy nebude ex-

istovat jind akce, kterou by strikné preferoval nad svoji volbou. Chceme totizZ najit né¢jaké maximum.

Definice 5. Pro relaci slabé preference R a mnoZinu alternativ A definujeme maximdlni mnoZinu
M(R,A) C Atak, Ze
M(R,A) = {x € AlzRy;Vy € A}

Maximalni mnozina M (R, A) je tedy tvofena takovymi prvky C A, Ze neexistuje prvek y €
A\ M(R, A) takovy, Ze by byl preferovan nad néjakym prvkem z M (R, A).

Existuje pro jedincovu rozhodovaci situaci vZdy maximalni mnoZina? Jaké vlastnosti musi spliiovat
jedincova preferencni relace, aby maximalni mnoZina existovala? Maximalni mnoZina je navod
pro hleddni maxima na mnozin¢ alternativ, ale existuje pouze tehdy pokud preferencni relace tvori
uspofddani na mnoZiné alternativ, je tedy uplna, reflexivni a tranzitivni.

Pro to, aby preferen¢ni relace méla maximalni mnoZzinu jsou nejdileZzitéjsi jeji vlastnosti dplnost

a tranzitivita. Uplnost relace je vlastnost fikajici, Ze pro kazdé dvé razné alternativy a;,a, € A plati

12



bud a1 Ras nebo ay Ray nebo plati oboje soucasné. Z hlediska interpretace této vlastnosti tim minime
stav, kdy hra¢ ma nazor na preferenci nad vSemi svymi alternativami. Tento fakt se miZe jevit jako
naprosto prirozeny, ale spousta psychologli zde namita, Ze tento poZadavek neni aZ tak samoziejmy.
Zkusme si vzpomenout, kdy v nékterych situacich fikdme “nevim” nebo “na toto nemam nézor” nebo
“nemuizu si vybrat z té€chto variant”.

Pokud hracova preferencni relace spliiuje uplnost, pak jesté navic musi mit urcitou vnitini log-
ickou konzistenci. Ta je vyjadiena pozadavkem tranzitivity relace, kterd fikd, Ze pokud mame a; Ras
a soucasné asRas, pak rozhodné musi byt dvojice (a1, as) prvkem preferen¢ni relace. Pokud tedy
jedinec preferuje Plzen nad Radegastem, a Radegast nad Starobrnem, rozhodné by nemél pochybovat
o preferenci Plzné nad Starobrnem. Pokud pfesto (Starobrno, Plzen) € R, pak jedinec nema Sanci
provést rozhodnuti, nebot se mu preference zacykli Plzen > Radegast > Starobrno > Plzen.

Tyto vlastnosti (Uplnost, reflexivita, tranzitivita) u preferencni relace délaji z preferencni relace

uplné neostré usporadani (angl. weak ordering).

Definice 6. M¢&jme relaci R C A x A. Pokud je R tiplnd, tranzitivni a reflexivni, pak tvori viplné

neostré uspordddni na mnoziné A.
Véta 1. Je-li A konecnd neprdzdnd mnoZina a R iiplné neostré uspordddni na A, pak M (R, A) # ).

Proof. Necht A je kone¢nd mnoZina a R je Upln4, reflexivni a tranzitivni relace. Diikaz bude proveden
matematickou indukef.

Krok 1: Je-li A jednoprvkovd mnoZina, tedy A = {a}, pak z reflexivity plyne aRa a proto
M(R,A) = {a}.

Krok 2: Ukazeme, Ze je-li tvrzeni pravdivé pro A’ s n prvky a relaci R’ na A’, pak musi byt
pravdivé i pro libovolnou A s n + 1 prvky a usporadani R.

Diikaz kroku 2: Budeme pracovat s mnozinami A a A, kde A = A’ U {a}. Na mnoZinach A a
A’ jsou definovany uspofadani R a R’ tak, ze R’ je R omezendna A’, tedy R = RN (A" x A").

Dle naSich ptedpokladi (a dle postupu matematické indukce) je M (R, A’) # (). Pak z predpokladt
tiplnosti preferenéni relace plyne, Ze pro libovolné y € M (R', A’) plati bud yRa nebo aRy nebo plati

oboje. Budeme proto zkoumat dvé varianty preferenci y a nové pridané alternativy a:

1. Plati y Ra neboli prvky maxima na A’ jsou preferovany nad novym prvkem a. Pak tedy y Rz pro
viecny z € A'U{a} (z definice maximdlni mnozZiny) a proto y € M (R, A). A tim dokazujeme
krok 2.

2. Plati aRy. Pokud tedy y € M(R', A"), pak yRz pro libovolné z € A’. Vychazime z aRy a
vime, Ze y Rz pro vSechny z € A’. Z tranzitivity R plyne aRz pro vSechny z € A’. Obecné to
implikuje a Rw pro vSechny w € A" a proto a € M (R, A) a to opét dokazuje krok 2.

Principem matematické indukce jsme dokézali tuto vétu pomoci kroku 1 a 2.
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2.2 Teorie uzitku

Pokud dusledek né€jaké akce chapeme jako zisk, pak je nutno zkoumat, jaky ndm ten zisk prinese
uzitek. Je jasné, Ze zisk tisice CZK je pro kazdého ¢lovéka stejny zisk tisice CZK. Chudému clovéku

vSak tento zisk pfinese vEtsi uzitek nez miliardafi.

UZitek je v ekonomii chdpdn jako subjektivni mira uspokojeni plynouci ze spotieby statkii.
NeZ zaneme zkoumat zisk a uZzitek, zavedeme si dva zptisoby zkoumani dvou odliSnych diasledkt x
ay:

e Ordinalisticky pfistup — pozndme, Ze x je lepsi neZ y nebo naopak nebo jsou oba stejné. Takto

jsme schopni porovnavat alternativy.

e Kardinalisticky pfistup — kromé prostého porovnani = a y, kde je napf. x lepsi nez y, jsme
navic schopni vycislit, kolikrat je x lepSi neZ y. Jsme tedy schopni kvantifikované vyjadrit

rozdil |z — y|.

Rekli jsme, Ze za predpokladu bijektivnosti uZitkové funkce u : A — X si mizeme zvolit, zda-
li budeme hledat maximum na alternativich nebo disledcich. Pro pofadek si zavedme relaci slabé

preference na diisledcich:

Definice 7. Méjme mnoZinu alternativ A, mnoZinu diisledkii X, uZitkovou funkci v z A na X a relaci
slabé preference R C A x A.
Nechi potom:

o u(z) > u(y) & xRy
o u(z) > uly) < zPy
o u(z) =u(y) & xly
A dile:

Definice 8. Mé&jme mnoZinu alternativ A a preferencni relaci R C A2. Rekneme, Ze uZitkovd funkce

u: A — R reprezentuje R, pokud pro vSechny x,y € A : u(x) > u(y) < zRy.

Prechod od zkoumani preferenci nad alternativami ke zkoumani nad disledky jesté¢ sim o sobé
neumoznuje kardinalisticky pfistup, tedy vyhodnoceni rozdilu |u(z)—u(y)|, Vx,y € A. Proto budeme
obvykle klast X = R, tedy v : A — R a formulovat diisledky (nyni jiz zisky) redlnymi Cisly. Dode-
jme, Ze nasledujici algoritmy teorie her pravé zkoumaji miru rozdilu zisku mezi dvéma alternativami.

Maximdlni mnoZinu lze jiz pak definovat velmi intuitivné, a sice jako:
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M (u, A) = argmax|u(a)]

acA
Prechodem od ordinalistického zkoumani preferenci nad alternativami ke kardinalistickému zk-
oumdani nad Ciselnymi zisky se algoritmy rozhodovani sice zjednoduSuji, ale problém modelovani
situace se presouva k validnimu ohodnoceni disledku volby jedince tak, aby ohodnoceni bylo sjed-
nocujici pro vSechny hrdce ve hfe. To je ovSem uZ problém samotného modelovani rozhodovacich

situaci a pro tvodni studium her je tato pozndma znacné predCasnd.

2.2.1 Uzitek ze zisku

Jako demonstraci zkoumdni vztahu mezi ziskem a uZitkem si ukdZeme tak zvany St. Petersbourg
paradox vysloveny Danielem Bernoullim v roce 1738.

M¢jme hru mezi d¢astnikem a bankéfem, kde icastnik zaplati vstupni poplatek c a pak hdze minci
tak dlouho, dokud nepadne hlava. Bankéf souhlasi, Ze mu zaplati 1 dukat, pokud padne v prvnim
hodu, 2 dukaty v druhém hodu, 4 v tfetim hodu, atd.

Ocekavany zisk hrace tedy musi byt nekonec¢ny:

1 1 1 1
E= (- “1+-24-4+—8+..4+= -
( c)—i—2 +1 —|—8 —1—168—1— + +-+5+ 00

N —
N —
N —
N =
N =

k=1

Problém je, Ze s timto vétSina redlnych lidi nesouhlasi a za svou tcast by nezaplatili vice nez 20
dukatt, dokonce by radostné prodali svou tcast ve hie za 20 dukati. Jak je toto mozné? Pro¢ vétsina
lidi preferuje jistotu dvaceti dukati pred teoreticky nekoneénym ziskem?

St. Petersbourg paradox vyvolal diskuzi, jaky je vlastné uzitek z pfijeti néjakého (napr. fi-
nan¢niho) vstupu. Gabriel Cramer pfi korespondenci s D. Bernoullim prohlasil, Ze lidé hodnoti fi-
nanéni ¢4stky podle uzitku, ktery jim pfinesou. Doplnil nasledujici predpoklad: jakdkoliv Castka
presahujici 224 dukatd ¢lov&ku pfipad4 stejnd jako 224 dukatd.

Pak je o¢ekavany uzitek hry:

1 1 1 1 1 1

23 24 24
SR S L RS
2 2 2478

Potom je realisticky oCekdvany uzitek ze hry 13 dukata.

Daniel Bernoulli pokracoval ve své dvaze ddle. Definoval pocet jednotek uZitku u(z) z vlastnictvi
Castky x. Podle néj, pii navySeni majetku z x na x + dx je piirustek uzitku du(z) pfimo dmérny
pfirustku dz a nepiimo Umérny dosavadnimu majetku x (ddle bude « znacit pocatecni majetek a

b € RT berme jako n&jaky subjektivni koeficient vnimdni pfirustku). Podotknénme, Ze tento zpisob
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vnimani uzitku se nazyva Logoritmicky uZitek.

_bdx
o

du(z)

Po integraci celé rovnice obdrZzime:

u(z) =blnzr+cceR

Integracni konstantu ¢ vyjadiime jako vnimani pocate¢niho majetku o a formulujeme stejnym

zpusobem jako prirustek majetku.

w(z) =blnzr —blna = bln—
«

coz obecné vyjadfuje uzitek In(po akci) — In(pfed akei). KdyZ nyni vyjadiime ocekdvany uZitek
ze hry pomoci logaritmického uZzitku, dostivame (ovSem bez pfipominky G. Cramera o hrani¢nim

majetku):

=1 a4 271
E = Zz—nbln— =
n=1

«

00—

=bInf(a+1)2(a+2)i(a+4)5..] —blna

Kolik tedy musi hra¢ vyhrét, aby jeho uZitek byl kladny? Céstka D, jejiz pfidani k pocdtednimu
majetku prinese stejny uZitek jako uZitek z vyhry ve hfe je dana vztahem, kde na levé strané rovnice

mame uzitek z ptirustku D a na pravé uzitek z vyhry:

a+D
o

NG

bln

—bln [(a—i— 1)2(a +2) (a+4)%...] —blna

z toho plyne, Ze takové D je:

D= [(oz + 1)%(0z + 2)i(oz + 4)5..] -«
Pro nulové a = 0 po&ateéni jméni je D = /1 - v/2 - v/4--- = 2. Mit nulovy po&ateni majetek,

tak nezaplatim za ucast ve hie vic nezZ dva dukaty.

Promyslete si, jaky uZitek pfinese hra hraci s nenulovym pocateénim majetem o.

2.3 Dulezité poznatky
Provedeme vycet dilezitych poznatkili na zavér kapitoly o volbé a uZitku:

e Jedinec se rozhoduje nad volbou jedné z mnoZiny alternativ A.
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Pokud ma4 byt jedincova volba raciondlni, musi nad mnoZzinou alternativ A definovat relaci slabé

(neostré) preference R, kterd musi byt uplna, reflexivni a tranzitivni.

Pokud preferen¢ni relace spliiuje tyto tfi vlastnosti, existuje na ni maximalni mnozina M (R, A),

ktera obsahuje pro jedince optimalni volby.

Alternativné mizeme kazdé volb¢ alternativy pfisoudit kvantifikovatelny disledek (zisk, uzitek)

v/ v 2

formou uzitkové funkce u : A — R. Vétsi ¢ast THE pracuje s uzitkovymi funkcemi, kde jsou

preference evidentni.

Nékdy chceme zkoumat subjektivni uzitek z néjakého objektivniho zisku.
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