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Chapter 1

Uvod do Teorie her

Tato kapitola je zdkladem pro studium hernich situaci. Bude definovdn pojem hra, informace ve hie

a ekvilibrium.

1.1 Herni situace

Hrou se rozumi strategickd interaktivni situace zahrnujici alesponl dva hrace, kde kazdy sleduje své
vlastni cile a projevuje tak svou individudlni racionalitu. Hry jsou matematické modely situaci, kdy
hraci zicastnéni v situaci jsou nuceni provést né¢jaké rozhodnuti. Nezkoumame, zda-li se hra¢tim libi
byt ucastniky dané situace, zda chtéji hrat nebo nechtéji. Hra je model, a proto je zjednoduSenim
situace na n€kolik zdkladnich prvku, které situaci popisuji.

Jsou to tyto prvky:

1. Hrdci zaCastnéni ve hie. Od nich se ocekdva provedeni jejich rozhodnuti.

2. Popis moznych akct, které hra¢i mohou provést. Pojem akce, strategie, alternativa jsou zde
pouzivany jako synonyma. Pokud bychom pfesto chtéli mezi nimi rozliSovat, pak fekneme, ze
literatura pouziva pojem strategie jako formdlni vyjadfeni hrdCova rozhodnuti a pojem akce,

pokud chce zduraznit, Ze strategie vede k néjaké aktivité hrace.
3. Vyjadfeni diisledkii akci hracti. Budeme zde mluvit o uZitkovych nebo vyplatnich funkcich.

4. Model miry informace, jakou hra¢i maji o zkoumané situaci. Tento fakt je ve hrach zasadni.
Budeme definovat pojmy spolecnd znalost (angl. common knowledge) a iiplnd informace (angl.

complete information) o hre.

5. Predpokladany pribéh hry. V zdsadé existuje dvoji pfistup k odehrani hry — hra jedno-tahové a

vice-tahovd. O vice-tahovych hrach bude pojednavat kapitola ”Hry v rozsifené formé”.

6. MozZnosti komunikace hraci a tvorby spolecné dohody o volbé strategie.
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Obecné se hry déli na kooperativni (angl. cooperative games) a nekooperativni (angl. non-
cooperative games) podle toho, jak mohou hrici spolupracovat, resp. komunikovat pii volbé své
akce. V obou pifipadech vsak predpokladame u vSech hracu naprosto striktn€ jejich orientaci na op-
timalizaci vlastniho zisku ze situace. Literatura Casto také hovori o sobeckém chovani hracu (selfish
agents), ovSem zde nelze pojem sobeckosti chipat jako néco negativniho v mezilidskych vztazich,
spise jako zduraznéni ryzi individudlni racionality. Pokud budeme piesto zkoumat interaktivni situ-
ace, kde 1ze u nékterych hracl pozorovat uspokojeni ze zisku jejich protihraci (napf. situace rodic¢
verus dité), pak je toto uspokojeni zahrnuto v zisku rodice a dale pak zkoumdme tohoto hrace z
hlediska jeho individuélni racionality.

Kooperativni a nekooperativni hry jsou naprosto odlisné v pojeti strategie a zptisobu provedeni
hry. U nekooperativnich her vidime hrace, jejich strategie a uZitkové funkce. Predpoklddame, Ze
hraci o hie nekomunikuji, ale pfesto pfemysli o tahu svych protivnikd. Studiem téchto her dojdeme
posléze k poznani, Ze vysledek hry by pro vSechny zicastnéné hrace mohl byt (mnohdy i znacn¢)
lepsi, pokud by se domluvili na spole¢né akci. Otviraji se tak moZnosti komunikace, vyjednavéni a
kooperace. U kooperativnich her uvidime, Ze v sobé obsahuji nekooperativni podstatu a Ze kooperace
je mozné pouze pokud vSichni hréaci vidi pfipadné zlepSeni svého moZného vysledku hry plynouci z
komunikace.

V teorii volby (pfedchozi kapitola) jsme zavedli hraCovy akce (strategie) a jejich mozné disledky.
Ukézali jsme hracovy preference, af uz na mnoziné strategii nebo na mnozing uzitk. V herné teo-
retické praxi je Castéj$i vnimat preference na mnoziné uzitki, které jsou kvatifikovany do Cisel a
intuitivné porovnatelné. Proto budeme nadale jizZ mluvit o strategiich a uZitkovych funkcich.

Zavedeme si nyni formalni definici nekooperativni hry N hracd. Podotknéme, Ze symbol N bude

v tomto textu pouzivan vyhradné pro oznaceni poctu hract ve hre.

Definice 1. Strategickd nekooperativni hra N hrdcii je (2N + 1)-tice
I'=(Q; 5,5, ....9v; Uy, Us, ..., Uyn)
kde:
e ) ={1,2,..., N} je konecnd mnozina hrdacii ve hre.
e S, i € Q jsou (konecné) mnoZiny ryzich strategii hrdcii i € Q).
o U;: 51 x5 x...x Sy — U jsou funkce uZitku hrdcii.

Symbolem () bude vzdy oznacovana mnoZina hra¢i. Symbolem S; bude vzZdy oznacovana mnozina
strategii hrace ¢ € Q).
Vsimnéme si nyni funkci uzitku U;. V této definici ma kazdy hrac¢ svoji funkci uzitku. Alternativné

jemozno psat U : S xSy x...x Sy — U%, ovSem tento zédpis neni zaveden, ponévadZ ¢asto pracujeme



s jednotlivymi uzitky hracd. Podstatnym faktem uzitkové funkce je jeji defini¢ni obor definovany jako

kartézsky soucin mnozin strategii vSech hracu:

5251XSQX...XSN

coz také Casto piSeme zkracené jako

S=1]s:

i€Q
Mnozina S je vyznamnym popisem hry, nebot modeluje veSkeré mozné vysledky hry. Tuto
mnozinu nazyvame mnoZinou strategickych profilii hry a jeji prvky (s, so, ..., Sn) pak strategickymi
profily. Uzitkové funkce hraca jsou definovany na mnoZziné profilii proto, Ze uzitek hrace neni dan
pouze jeho rozhodnutim s} € S, ale i tahy jeho protihraca s*, € S_,.
Vedle mnoziny S je velmi vyznamnou (a v budoucim textu ¢asto citovanou) mnoZinou mnoZina

sub-profil. Mnozinou sub-profill z hlediska hrace 7 je

S_z‘ = Sl X SQ X ... X Si—l X Si-l—l X ... X SN

tedy zkracené

Sa= 1] S

JEQ\{i}

Sub-profil s_; € S_; modeluje kontext rozhodovani hrace . Je to vektor konkrétnich tahi jeho
protihra¢t. Zapisem (s;, s_;) budeme rozumét sloZenfi strategie s; hrace i s kontextem protihraci s_;
—tedy (s;,5-;) € S.

Oborem hodnot uzitkové funkce hrace muze byt jakési univerzum U, ale ve vétsiné piipadi
klademe U = R a uZitky povaZujeme za redlna ¢isla. Tim je ddno i vnimani preferenci hrac¢i nad
dosazitelnymi uZzitky.

V dal$im textu zavedeme jisté stochastické rozsifeni nekooperativni hry a tudiZ i novou formu
strategii. Abychom rozlisili tyto vyse uvedené strategie a ty budouci rozsifené, zavedeme presné;jsi
oznaleni strategii hrac¢i — budou to tak zvané ryzi strategie (angl. pure strategies). Pokud bude
v dal§im textu pouZit pojem strategie, pak je zdvisly na daném kontextu textu, implicitné vSak je
minéna ryzi strategie.

Timto jsme zavedli definici nejobecnéjsSiho pojeti strategické hry. VeSkeré ndsledujici hry (s
nulovym/nenulovym souctem, sekvencni, kooperativni, aukce, volby, trhy, evoluce) budou varianty

této definice.



1.1.1 Rozdéleni her

Miize byt praktické jiz v pocatku provést rozdéleni hernich situaci do kategorii. Zakladnim délenim

je pohled kooperativnosti:
e Nekooperativni hry — vyjadfujeme strategie hract a jejich uzitkové funkce.

— Hry v normélni formé (strategické hry, maticové hry)
* ... s nenulovym souctem.

* ... s nulovym souctem.

— Hry v rozsitené formé (extensive-form games, dynamické hry, sekvenc¢ni hry).

e Kooperativni hry dané charakteristickou funkci v — vyjadfujeme mozné koalice hra¢d z mnoziny
2% a ohodnocenf jednotlivych koalic dany tak zvanou charakteristickou funkci v : 29 — R, tedy

uzitek, ktery koalice ziska tim, Ze se zformuje z hracu. V dalsim déleni téchto her nachazime:

— Hry s pfenositelnym uZzitkem (angl. transferable utility, TU-games).

— Hry s neprenositelnym uZitkem (tyto ovSem v THE nebudeme studovat).

Aby bylo uz od pocatku jasné, co znamend nulovost/nenulovost souctu, zavedeme definici hry s

konstantnim sou¢tem a na jejim zdkladé hru s nulovym souctem:

Definice 2. Méjme strategickou hruI' = (Q; {S;}icq: {Ui}ieq). Hru I' nazveme hrou s konstantnim

souctem, pokud existuje k € R takové, ze

VseS:> Uils)=k
i€Q
Pokud je hra s konstantnim souctem k£ = 0, pak se hra nazyva hrou s nulovym souctem. Podotknéme,
Ze pokud je hra s konstantnim souctem k # 0, pak je moZno ji pfevést na strategicky ekvivalentni hru

s nulovym souctem (vice v kapitole o hrach s nulovym souctem).

Pokud neexistuje & takové, aby platila vySe zminéna definice, pak se jedna o hru s

nenulovym souctem. Jinak feCeno soucet ) ;. Ui(s) je v kazdém profilu s hry obecné
.o V3 1
jiny!.

I'Studenti obas mylIn& uvadi, Ze hra s nenulovym souctem je hra se soudtem k # 0.



1.1.2 Jak se hraje nekooperativni strategicka hra?

Casem zavedeme nekooperativni hry v tak zvané rozsifené formé, kde se hradi stéidaji ve svych tazich
jako napiiklad ve hie v Sachy. Uvidime vSak, Ze takovou hru lze pfevést na nejobecnéjsi vyjadieni
nekooperativni strategické hry.

Nekooperativni strategicka hra je také Casto nazyvana jako hra v normalni formé (angl. normal-
form game). DalSi synonymum je hra v maticové formé, protoze uzitky ve strategickych hrach za-
pisujeme piehledné do N-dimensiondlnich matic. Tato hra je modelem situace, kde hraci provedou
pouze jedno rozhodnuti a tim je volba jejich strategie. Podstatné je, Ze o své volbé hraci nevedou
zadna vyjedndvani a nejsou schopni pozorovat tahy svych protihrac¢li. Modelujeme to jako soucasné
provedeni akci u vSech hracu.

Pro nazornou pedstavu zavedme nezavislého soudce (arbitra), kterému hradii € Q piedaji zprivu
o svém zvolené strategii s} € S; v zalepené dopisni obdlce, to znamena zpisobem, ktery nedovoluje
ostatnim pozorovat, co protihraci zvolili. V okamziku, kdy ma arbitr obalky od vSech hraci, obalky
otevie a ozndmfi strategicky profil s* = (s});cq, ktery hraci zvolili (ten je pfece sloZen ze strategif s
vSech hraca i € (). Podle zvoleného profilu a uZitkovych funkci hra¢a hraci ¢ obdrzi zisk U;(s*).
Timto je hra ukoncena.

VSimnéme si nyni, Ze neni mozna Zadna oprava zvolenych strategii. Pfedpokladame, Ze hraci tento
fakt chdpou a voli svou strategii uvdZené&®. Proces tivahy o volbé strategie miZze byt velmi sloZity.
Vysledny profil by mél byt jednim z mozZnych rovnovaznych bodu hry (ekvilibrium). Vysledny profil
hry budeme nazyvat vysledek/vystup hry (angl. outcome).

Ekvilibrium je matematicky model vysledného chovani hracl, néco na zptusob predikce
vysledku zkoumané situace. Bylo by dobré jiz v pocétku studie her pfijmout poznani,
Ze teorie her neni obecné schopna predikovat vysledek chovani hrac¢t v kazdé realné
situaci. Prinasi ale nastroje analyzy hry a ndvod k pochopeni zkoumané situace. Vazbou
mezi teoretickou podobou teorie her a redlnym zkoumanim opravdového chovani hraca
se zabyva experimentalni teorie her. Ta také ukazuje, kde se teorie li§i od praxe a za

jakych okolnosti jsou teoretické vysledky shodné s praxi.

The Ultimatum game

Jednou takovou zna¢né zkoumanou strategickou situaci je tak zvana Ultimatum game. Pfedpokladejme
dva hrace A a B. Hra¢ A m4 za ukol navrhout rozdéleni deseti minci mezi hrace sebe a hrace B.
Pokud hra¢ B s rozdélenim souhlasi, obdrZzi oba dle dohody své mince. Pokud hra¢ B s rozdélenim

nesouhlasi, mince propadnou a nikdo nemd nic. Teoreticky by mél hra¢ B souhlasit s jakymkoliv

2Tento fakt je zdrojem mnohych zklamani v béZném Zivoté. Z experimentii s redlnymi respondenty mnohdy vyplyva,
Ze redlni jedinci pfi volbé strategie nejsou schopni pochopit fakt, Ze se situace uZ nebude opakovat. Model je vSak
zjednodusent, a proto u strategickych her striktné pfedpokladame natolik dikladnou racionalitu, ktera fakt jednotahovosti
respektuje.



rozdélenim, které mu ur¢i nenulovy pocet minci. Dokonce je ekvilibriem v této hie rozdéleni 9
minci pro A a 1 pro B. Experimenty s redlnymi lidmi ukazuji, Ze B ndvrh odmitne, pokud ne-
dostane alespont 40% rozdélovaného majetku. Je takovou perliCkou, Ze opice se vice bliZi teoret-
ickému ekvilibriu, nebot opice B vZzdy pfijme 1 minci a n&které druhy opic dokonce v poloving
pfipadu i souhlasi s nulovym podilem (logicky, pokud mam dostat nula z rozhodnuti protihra¢e nebo
svym odmitnutim, pak jsem indiferentni vii¢i obéma alternativim a rozhoduji ndhodné€ s rovnomérnou
pravdépodobnostni distribuci nad strategiemi — tady taky dostdvame prvni piiklad onéch zminénych
smiSenych strategii). Obecné plati, Ze ¢im je zkoumany inteligentni tvor jednodussi, tim vice jeho
chovani odpovidd matematickym modelim. To jenom potvrzuje predpoklad, Ze herni model je

zjednoduseni rozhodovaci situace.

1.2 Informace ve hre

V rozhodovacich situacich je pochopitelné klicovym faktem mira znalosti hract o situaci. Abychom
spravné modelovali postup hrace pfi jeho raciondlni ivaze, musime vytvofit i validni model jeho in-
formovanosti o situaci. Co vSechno by mél hra¢ védét, aby se mohl rozhodnout, respektive, abychom
my byli schopni predikovat jeho rozhodnuti? Nabizi se, Ze musi védét o svych protivnicich, musi znat
jejich strategie a musi zndt svoje a jejich uzitkové funkce. Staci to vSak na to, aby jeho znalost o hie
byla jaksi kompletni?

Zavede si nyni pomocny pojem spolecnd znalost (angl. common knowledge). Formalni definici
je mozno najit v ¢lanku®, my se zde spokojime s pon&kud voln&j$im objasnénim pojmu common

knowledge:
Definice 3. M¢&jme dva hrdc¢e A a B. Uddlost E je pro hrdace { A, B} common knowledge, pokud:
o ... hraci {A, B} oba vi o uddlosti E,
o ... hra¢ Avi, Ze B vi o uddlosti E,
e ... hrac¢ B vi, Ze A vi o uddlosti E,
o ... hrd¢ Avi, Ze B vi, Ze A vi o uddlosti F,
o ... hrd¢ B vi, Ze Avi, Ze B vi o uddlosti E,

e takto aZ do nekonecného zanoreni.

Jako ptiklad common knowledge si uvedme situaci dvou vojevudct, ktefi jsou se svymi tabory

rozloZeni na protilehlych kopcich. Vojevidci by se radi se svymi armadami utkali, ale vi, Ze pokud

3 Aumann, R: Agreeing to Disagree, The Annals of Statistics, Vol. 4, No. 6. (Nov., 1976), pp. 1236-1239.



jeden sestoupi do udoli a druhy zlstane na kopci, tak ten sestoupivsi bude ve strategické nevyhodeé.
Mohou se tedy utkat jediné za pfedpokladu, Ze sestoupi oba soucasné. Proto se musi informovat o
misté a Casu bitvy. Vojevidce A tedy vysle k vojeviidci B posla s ozndmenim o zitfejsi bitvé. Vo-
jevidce ovsem nevi, zda-li posel k protihrac¢i dorazil. Zatim je tedy ve stavu, Ze on sdm je informovan
o udélosti E. Reknéme, Ze posel dorazil k druhému vojeviidci a informoval o E. Nyni oba vi o stavu
E. Ovsem vojeviidce A instruuje posla, aby se vratil s potvrzenim od vojevidce B o tom, zda-li B
souhlasi s planem . Dokud mu to posel nepotvrdi, nelze mluvit o dohod€. Posel ov§em na cesté od
B k A mutze dezertovat, a tak i B ma zajem veédét, zda-li se A dozvédél o jeho potvrzeni. S kazdym
prebéhnutim mezi vojeviidci narGstd jejich jistota, Ze oba udalost F akceptovali. Aby vsak jistota
dosdhla stavu common knowledge, musel by posel béhat nekonecné krat.

Pojem common knowledge pouZijeme pro definici uplné informace ve hie (angl. complete infor-

mation).

Definice 4. Mé&jme hru I' = (Q; {S:}ico; {Ui}icq). Pokud jsou pro vSechny ziicastnéné hrdce Q)

ndsledujici informace common knowledge:
o struktura hry I (tedy mnoZiny Q) a {S;}icq),
o vyplatni (uZitkové) funkce U;; i € @),
e zpiisob hrani hry a forma herniho ekvilibria,
a soucasné tento fakt samotny je common knowledge, pak maji hrdci kompletni informaci o hte.

U her v rozsifené formé navic zavedeme pojem dokonald (angl. perfect) a nedokonala (angl.
imperfect) informace ve hfe. Pojmy common knowledge, complete information a perfect information

tak bude vycCerpano zkoumani informovanosti hraci o situaci.

1.3 Analyza hry

Chceme nyni zkoumat pohled jednotlivych hract na hru. Elementem zkoumani hry je volba strategie
v situaci, kdy protihra¢ voli konkrétni strategii. Dostdvame se tak na droven prvni kapitoly, t.j. na
teorii volby.

V situaci, kdy protihrac¢i voli konkrétni strategie s_;, hra¢ ¢ vzdy voli takovou strategii, kterd mu
v této situaci pfinese maximdlni zisk. Je to hraCova nejlepsi odpovéd (angl. best-response) na danou

situaci. Zavedeme si proto formalné pojem best-response.

Definice 5. UvaZujme hru I = (Q; {S;}icq; {Ui}icg), hrdce i € Q a konkrétni sub-profil s_; € S_;.

Nejlepsi odpovéd hrdce i v situaci s_; je

BR;(s—;) = argmax|U;(s;, s_;)]

$;E€S;
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Vidime, Ze BR;(s_;) je maximdlni mnoZina na mnoZing strategii S; z pohledu uzitka {U;(s;, s_;) }s,e5;-

Je tfeba znovu zdiiraznit, Ze best-response je mnozina*. Formalné jsou tedy definiéni obor a obor hod-
not BR; definovany takto:

BR; : S_; — 2%\ {(}

Racionalni hra¢ vidy hraje strategii, ktera je best-response v situaci s_;. Tento fakt mizeme
brat jako zakladni stavebni kamen nasledujicich tivah. Neni proto prekvapujici, Ze od ekvilibria

ve hie budeme ocCekavat, Ze bude vzdjemnym best-response vSech hraci, tedy formalné:

Definice 6. UvaZujme hru I' = (Q; {S;}icq: {Ui}icq). Profil s* € S je tak zvanym rovnovdzinym
stavem hry (ekvilibriem ve hie), pokud plati

VieQ: s € BRi(s",)

Nez se vsak dostaneme k obvyklejsi formé definice ekvilibria a dal§im poznatkiim, které se ho

tykaji, mGzeme strategickou situaci dile zkoumat bez potieby okamzité nalézt body rovnovahy.

1.3.1 Dominance mezi strategiemi ve hre

Je zcela jisté, Ze pokud mé hrac¢ strategii, kterd mu vZdy prinese horsi uZitek nez jeho ostatni strategie,
nebude takovou strategii ve hie uvazovat. Takov4 strategie nemé pro hrace smysl. Pfedpokladame, Ze
1 jeho protihraci si takové strategie v§imnou. Celkové tudiZ ve hie nebude uvazovina. Budeme nyni

zkoumat tak zvané dominantni (angl. dominant) a dominované (angl. dominated) strategie”.

Definice 7. Uvazujme hruT' = (Q; {S;}icq; {Ui}ico). Rekneme, Ze strategie s} € S; strikiné domin-
uje nad strategii s? € S;, pokud plati:

Vs € S_i: U(s}, s_i) > Ui(s?,54)

Situace, kdy jedna strategie (s;) striktné dominuje nad jinou (s?) strategii hrde m4 pro hru velkou
vypovidaci hodnotu. Strategie s? se zde nazyva strategif striktn€ dominovanou strategif s;. Raciondln{
hra¢ bude vZzdy preferovat s} pred s?. Z toho plyne také, Ze pokud existuje alespon jedna strategie s;,
ktera striktné dominuje nad s?, tak hra¢ s? nikdy nebude hrat. OdliSujme ale mezi pojmy “striktné

dominantni strategie” a “’strategie striktné dominujici nad jinou strategii”.

“Pokud to chce nékdo brat opravdu programatorsky, pak je best-response funkce, kterd ma na vstupu sub-profil s_; €
S_; a vraci mnoZinu strategii, ktera je podmnoZzinou S;.

5Cesky vyraz “dominovany” mozna neni z pohledu spisovné &edtiny tipIn& spravny. Mize byt, 7e spravnym vyrazem
by bylo “dominujici”, tedy strategie x dominuje strategii y. Osobné bych preferoval vyraz “dominovany”, tzn. strategie
z je dominovand strategii y.

11



Vsimnéme si, Ze striktni dominance je forma preference hrace nad strategiemi ve hfe. OvSem
pouze forma, nebof z principu nenf tato relace tplnd (nelze ¥ict pro kazdé dv& rizné strategie s, s? €

S;, 7e bud s striktn& dominuje nad s? nebo naopak).

Definice 8. Uvazujme hru I = (Q;{S:}ico; {Ui}icq). Strategie s; € S; hrdce i je ve hie strikiné

dominovand, pokud pro vSechny strategie s} € S; \ {s?} plati, Ze s} strikiné dominuje nad s?.

Racionélni hra¢ nikdy nebude striktné dominovanou strategii hrat. Opakem striktné dominované
strategie je strategie striktné dominantni (tj. neexistuje jina strategie hrace, ktera by ji striktné domi-
novala). Pokud hra¢ ma4 striktné dominantni strategii, bude ji vZdy hrét (navic je z principu jedind) a
je zfeymé, Ze jeho protihraci budou volit best-response na tuto strategii.

Pokud maji vSichni hraci striktné dominantni strategii (kterou tedy pochopitelné hraji), vysledek
hry se pak nazyva ekvilibrium striktné dominantnich strategii. Jako piiklad takové situace si
uvedeme slavné Véziovo dilema, které je fenoménem teorie her a bohuZel i naSeho redlného svéta.

Pro tuplnost zavedeme jesté slabou dominanci mezi strategiemi.

Definice 9. Uvazujme hru T' = (Q; {Si}ico; {Ui}icq). Strategie s} € S; slabé (weakly) dominuje

i

nad strategii s? € S;, pokud plati:

VS_Z‘ € S—i . UZ‘(S%, S—i> Z UZ‘(S?7 S—i)

a soucasné

38", € S Ui(sy,s';) > Ui(s?, )
Zopakujme si pojmy spojené s dominanci:

e Dominovat — jedna strategie dominuje nad druhou. Je to vztah dvou konkrétnich strategii x a v,

kdy naptiklad x je dominantni nad y a ¥ je dominovana x.

e Byt dominantni (bez uvedeni dvojice strategii) — dominantni strategie dominuje nad vSemi os-

tatnimi strategiemi.

e Byt dominovany (bez uvedeni dvojice strategii) — strategie x je dominovand, pokud vSechny

ostatni nad ni dominuji.

1.4 Veéznovo dilema

Véznovo dilema (angl. Prisoner’s dilemma) poprvé predstavili pAnové Merrill Flood a Melvin Dresher
v roce 1950, tehdy pracujici pro americkou instituci RAND (tam se také sdruzovala vétSina amer-
ickych hernich teoretikil). Pfibéh o véznich pozdéji dodal Albert W. Tucker.
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Vézinovo dilema je neslavnéjsi strategicka situace, kterd kdy byla v teorii her zkoumana. Ukazuje,
Ze lidé nejsou schopni kooperace, ani pokud jim nekooperace pfinese znacné ztrity. Toto dilema je
modelem mnoha kazdodennich lidskych situaci. Véziovo dilema je pro teorii her natolik vyznamny
model, Ze znalost této strategické situace je nutno povazovat za znalost naprosto zdkladni. Riizni
autofi podavaji tuto hru v riznych hodnotach uzitku, veskeré instance této hry jsou vsak strategicky
ekvivalentni s nasledujicim modelem.

Predstavme si, Ze policie zatkne dva podezielé — Petera a Johna, a obvini je naptiklad z ozbrojené
loupeze. Bohuzel vSak policie nema dukazy o jejich zloCinu a proto je uvede do nasledujici situace.
Obéma spolecné ozndmi nasledujici pravidla a bezprostfedné poté je umisti do oddélenych cel tak, ze

Peter a John spolu nemohou komunikovat. Ozndmenti je takové:

e Pokud se priznas a pfizna se i tvlij komplic, pijdete oba na deset let do vézend.

e Pokud se priznas (tzn. budes vypovidat), ale tvlij komplic se nepfizna, pak ty budes osvobozen

(0 let vézeni) a tvlij komplic si odsedi za oba dvacet let.

e Pokud budete oba mic¢et, mdme na vas pouze nezdkonné drZeni zbrané, kterd se u vds nasla a

dostanete kazdy jeden rok vézeni.

e Pokud se nepfiznas a tvlij komplic bude vypovidat, viz. vySe symetricky.

Tato situace je rozhodné pro oba komplice dilema. Lze pfedpokladat ze znalosti béZné praxe,
Ze zloCinci se vzajemné kryji, ov§em tady predpokladdme individudlni racionalitu, Zadné postranni
dohody a tim méné jejich vymahatelnost a obavu z vysledku, kdy se komplic ptfiznd a ja ne. Soucasné
predpokladdme u hracti kompletni informaci o hie, tj. hraci znaji oba podminky hry a soucasné tento

fakt o sobé navzdjem vi.

Peter/John | pfiznat se | zatloukat
priznat se -10,-10 0,-20
zatloukat -20,0 -1,-1

Figure 1.1: Maticova hra pro Véznovo dilema

Uzitek ve formé let ve vézeni vyjadiujeme zapornym Cislem, aby bylo moZzno intuitivné porovnévat
vystupy a tim definovat preferenci.

Z analyzy hry plyne, Ze pro Petera je strategie “pfiznat se” striktné dominantni, nebot mu vzdy
garantuje striktné lepsi vysledek nez strategie “zatloukat”. Symetricky je to u Johna. Hra ma tudiz
ekvilibrium ve striktn€ dominantnich strategiich, oba podezieli se pfiznaji a jdou na deset let do
vézeni.

Pokud budeme chépat strategii ’pfiznat se” jako strategii zradit a strategii ”zatloukat” jako strategii

spolupracovat (kooperovat), dostivame se k modelu mnoha lidskych Zivotnich situaci.
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Pokud bysme prepokladali moZnost podezielych si predem dohodnout spolecnou volbu strategie
a ndsledné je zase od sebe odloucili, pak jejich chovani stejné sklouzne k ekvilibriu ve striktné dom-
inantnich strategii. Prosté obava ze zrady bude siln€jSi nez vira v kooperaci. Aby byla kooperace
uvéritelnd, musi existovat duvéryhodna hrozba trestu, ktery bude v piipadé zrady znacné prevysovat
nejhors$i mozny vysledek ve hie (napiiklad hrozba ve formé pomsty kumpant Petera a Johna).

V dalSich kapitoldch znovu povolame Véznovo dilema k dalSimu zkoumani, napfiklad v kapitole

o opakovanych hrich.

1.5 Rovnovazny stav ve hre (ekvilibrium)

Rovnovazny bod ve hie neboli ekvilibrium je jednim z nejvétsich problémil teorie her. Je totiz velmi
jednoduse definovan, ale presto je jeho zjisténi extremné obtizny algoritmicky ukol.

Ekvilibrium v nekooperativnich strategickych hrach zavedl John Nash v roce 1950 ve svém clanku
[1]. Do té doby bylo znamo pouze ekvilibrium v tak zvanych nekooperativnich hrich s nulovym
souCtem, které zavedl matematik John von Neumann [2] a publikoval ve slavné knize spolecné s
Oskarem Morgensternem — Theory of Games and Economic Behavior. John Nash na jejich praci
navézal ve svém postgradudlnim studiu, kde zkoumal obecné pojeti nekooperativnich her s vazbou na
vyjednavani a kooperativni hry.

Ekvilibrium ve hrach je od doby Nashova prilomu v teorii her nazyvano Nashovo ekvilibrium
(NE). Nashovo ekvilibrium m4 specificky vyznam, nebot popisuje raciondlni pnuti (incentives) ve
vSech formach her a jeho vyznam tak presahuje teorii nekooperativnich her. Pfinos Johna Nashe je tak
pro teorii her nepopiratelny. MiZeme sice najit v jeSté davné&jsi historii piiklady herné-teoretickych
uvah (Cournotovo feseni oligopolu), miZeme za otce (a matku) teorie her povazovat von Neumanna
nebo Morgensterna, realné vSak teorie her zacala existovat pravé myslenkou Johna Nashe.

Predvedeme si nyni formdlni definici Nashova ekvilibria:

Definice 10. Uvazujme hru I’ = (Q;{S;}ico; {Ui}icq)- Strategicky profil s* € S je ryzim Nashovym
ekvilibriem (PNE) ve hre, pokud plati pro vSechny hrdce i € Q:

Vs; € S;: Ui(s),s*;) > Ui(si, s*5)

Tato definice je pro teorii her kli¢ova. Rik4, Ze pokud hradi hraji profil s*, tak 74dny hra¢ nemuze

*

zvyisit svij uzitek prechodem do jiné strategie s; € S;, s; # s, to znamend, zZe uzitek U;(s;, s* ;) maze
byt prinejlepSim stejné dobry jako U;(s*). Dulezité je vSak pochopit, Ze vysledek hraca v ekvilibriu
nenfi jejich maximalnim ziskem, ale pouze optimalnim nebo také stabilnim. Vlastnost rovnovahy vede
hra¢e mnohdy k neefektivnim vysledkim hry (jak je zfejmé napiiklad u Véziiova dilematu).
Definice 10 zavadi Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich. Budeme se ekvilibrii dale podrobnéji
zabyvat, v tomto okamziku se vSak slusi uvést nékolik zasadnich fakti o ekvilibriich (zatim bez

naroktl na podrobné&jsi pochopeni):
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e Hra mize mit vice Nashovych ekvilibrii v ryzich strategiich. Muzeme pak zkoumat, které z
nich hraci zvoli.

cs v 2

e Existuji hry, které nemaji Zadné Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich.

e KaZd4d konecnd hra m4 alespoii jedno ekvilibrium ve smiSenych strategiich (probereme v dalSich
kapitolach).

1.5.1 Intiutivni algoritmus nalezeni PNE

V malych hrach miiZzeme snadno zjistit ryzi Nashova ekvilibria z definice 10 tak, Ze si pro kazdy profil
polozime otazku, zda-li pro vSechny hrace spliiuje definovanou podminku.

Déle muzeme pro kazdého hrace ¢ € () a kazdy mozny sub-profil s_; € S_; vyhodnoti hracovu
nejlepsi odpovéd BR;(s_;) a poznatit si profily, kde BR;(s_;) nastala. Pak z definice 6 vyhodnotime
prunik takovych profilt, tedy:

BRpne; = U {(8i,5-i)|si € BRi(s—;)}
S_iES_;
PNE = (] BRpne;
i€Q
U vétsich her jiz vychézi tyto algoritmy jako neefektivni, specificky pokud hledame ekvilibria ve
smiSenych strategii (bude vysvétleno déle). Byva proto vhodné redukovat hru na jeji strategicky ekvi-
valent s mensim poCtem strategii hra¢d. Vhodna muize byt nasledujici technika znama jako iterativni

eliminace dominovanych strategii.

Co znamena ekvilibrium pro realny zivot?

V predmétu THE zavedeme nékolik tak zvanych zjemnéni nebo take zptfesnéni ekvilibria (angl. re-
finements) a také jedno zobecnéni ve formé korelovaného ekvilibria. VeSkeré zptesiujici refinements
ovSem budou stdle plnit podminku Nashe a v pfipadé zobecnéni bude platit, Ze vSechna Nashova
ekvilibria budou zaroven 1 korelovana ekvilibria.

Co presto znamend ekvilibrium v chdpéani redlnych situaci a lze vibec véfit, Ze redlni hraci
pochopi, kde lezi ve hie rovnovazny stav?

Predné, ekvilibrium je algoritmicky popis nalezeni rovnovahy, kterd hra¢im ukazuje optimalni
vysledek hry. Je to zatim jediny algoritmicky popsany postup a pokud budeme nékdy implementovat
simula¢ni modely s prvky hry, impelemtaci ekvilibria se nevyhneme.

Experimentalni teorie her ukazuje, Ze vétSinou hraci ve zkoumanych situacich jaksi do rovnovazného

stavu dokonverguji. Stane se to bud opakovanymi hrami, kde hra¢i maji zp&tnou vazbu a intuitivnd

15



se do ekvilibria ¢asem dostanou nebo tvahu s opakovanim situace jsou schopni provést ve svych

hlavach.

1.6 Iterativni eliminace dominovanych strategii

S nedavno zavedenym pojmem dominantni a dominované strategie souvisi ndsledujici technika re-
dukce hry na strategicky ekvivalentni hru bez dominovanych strategii, ktera miZe vést az k nalezeni
ekvilibria. Potfebujeme zavést nejdiive pojem strategické ekvivalence her a redukce hry na jeji strate-

gicky ekvivalent.

1.6.1 Strategicka ekvivalence her

Na strategickou ekvivalenci dvou her je mozno pohliZet z mnoha thli a zavadét rozli¢né definice.
Strategickou ekvivalenci dvou her I' a I'" mizeme intuitivné chépat jako stav, kdy v obou hrach hraci
vykazuji stejné chovani. Vidéno pfes PNE, hry mohou byt nazvany strategicky ekvivalentnimi, pokud
maji stejnd PNE.

Nejdiive pochopime nasledujici fakt:

Definice 11. Hra I' = (Q, {S:}ico, {Ui}icq) je ekvivalentni s hrou T = (Q,{S:}ico, {U!}ico),
pokud existuji pro kazdého hrdace i € () redlnd Cisla A;, B;, kde A; > 0 a platiVs € S:

Definice fika, Ze pokud jsou uzitkové funkce U linearnimi kombinacemi funkei U;, pak jsou hry
ekvivalentni. Pokud tedy ke vSem ziskiim jednoho hrace pfi¢teme konkrétni jedno Cislo, strategicky
charakter jeho chovani se nezméni.

Pokud odebereme ze hry néjakou strategii, vytvarime tak podhru hry (pozor, v sekven¢nich hrach

bude podhra, angl. sub-game, oznacuje jiny problém).

1.6.2 Algoritmus eliminace

Algoritmus iterativni eliminace dominovanych strategii pracuje v krocich, kdy v kazdém kroku ze hry
eliminuje striktné dominované strategie hraci. Po eliminaci dochazime k redukované hte, kde ovsem
strategie, které byly ponechany, nyni se nové mohou stat striktné dominovanymi. Iterativni proces
kon¢i se hrou, kterd uz neobsahuje u zddného hrace striktné dominovanou strategii.

Poznamenejme, Ze tento algoritmus je moZno uplatnit i s pouZzitim slabé dominance. Mohou tak

ovSem ze hry vypadnout strategie, které by tvorily Nashova ekvilibria.
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1.7 Efektivita profilu a Pareto dominance

V teorii volby jsme zkoumali preference nad akcemi hrace, ve hrach jsme zavedli preference z
hlediska dominance strategii a nyni probereme preference nad strategickymi profily.
Efektivita profilu je forma statistiky vypovidajici o celkovém dosazeném uZzitku pfi hrani profilu.

Zjednodusené efektivitu profilu definujme jako

E(s) =Y Ui(s)
i€Q
Je pochopitelné, Ze pokud hra¢i posuzuji dva profily s, s’ € S a E(s) > E(s'), tak je velkd Sance,
Ze daji prednost profilu s (napiiklad pokud jsou s, s’ PNE ve hie). Tento pohled ovSem negarantuje
celkovou spokojenost vSech hraci s efektivnéjsim profilem.
Vilfredo Pareto (1848-1923), italsky slavny ekonom, zavedl pojem Pareto dominance, ktery si

nyni definujme:

Definice 12. UvaZujme hru I' = (Q;{S:}icq; {Ui}ticq). Profil s € S pareto dominuje nad profilem
s’ € S, pokud plati, Ze

Vi€ Q:U(s) = Uy(s)

a soucasné

di € Q : UZ<S) > Ui(S/)

Vsimnéme si, Ze definice pareto dominance je totoZnd s definici slabé dominance nad strate-
giemi jednoho hrace. Pokud tedy vSichni hra¢i v dominantnim profilu ziskavaji alespoii stejné hodné
jako v dominovaném, tak nejspis ti striktné lepSi hra¢i budou dominantni profil preferovat a ostatni
hrac¢i budou spolupracovat (naptiklad proto, Ze oekavaji striktné lepsi hrace hrat dominantni profil a
pfizpisobi svou best-response).

Na pojem dominance (tzn. jisté formy preference) navazuje pojem konecné efektivity, tedy forma

maximdlni mnoziny a tedy i optima:

Definice 13. UvaZujme hru I' = (Q;{Si}icq: {Ui}icq). Profil s € S je pareto efektivni, pokud

neexistuje jiny profil s' € S takovy, Ze by s’ pareto dominoval nad. s.

Pochopitelné nezkoumdme pareto dominanci nad vSemi profily, ale obvykle nad profily, které
tvoii PNE.

Na zavér této kapitoly poznamenejme, Ze v redlnych situacich mohou vznikat rizné dohody
mezi hraci, které zptsobi, ze hraci souhlasi s pro né hor$im profilem, pokud se dohodnou na jiném

prerozdéleni zisku (vede to na kooperativni hry s pfenositelnym uzitkem, viz dale).
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Chapter 2
Cournotuv model oligopolu

Matematické feseni oligopolnich trhi byl historicky prvni pokus odvodit matematicky chovani hraca
ve strategické situaci. Mirné zde zabrousime do mikroekonomickych teorii, ale na drovni, ktera
nevyZaduje hlubsi znalosti ekonomie'.

Pro zacatek prostudujeme situaci na trhu s jednim konkrétnim druhem vyrobku (komoditou), kde
predpokladame, Ze vyrobek miZe pochazet od rtiznych vyrobct, ale pro zakaznika jsou vSechny
kvalitativné shodné a rozlisuji produkci riznych vyrobcti pouze cenou vyrobku (homogenni produkt).
Miuzeme mluvit napiiklad o standardizovaném rohliku — ten vSichni znaji a zkoumaji pouze jeho cenu.

Predpokladejme, Ze cena vyrobku vznikne piisobenim trznich sil na trhu vlivem zakonl nabidky

a poptavky, které popiSeme rovnici:

p=DM-—q

kde p zna¢i maximalni dosazitelnou cenu, ¢ je mnoZstvi dodané na trh a M je specificka kon-
stantna dand trhem.

Bude nés zajimat cena vyrobku na trhu a mnoZzstvi, které jsou za téchto okolnosti vyrobci ochotni
dodat na trh. Budeme zkoumat situaci danou jednim vyrobcem s monopolnim postavenim, situaci se
dvéma vyrobci (duopol) a situaci s vice vyrobci (oligopol). Oligopol sdm je definovéan jako situace
na trhu s komoditou, kterou dodava dva a vice hract, kdy kazdy je svou trzni/vyrobni silou schopen
ovlivnit cenu komodity na trhu. Duopol je tedy specificky pripad oligopolu, ale my budeme odliSovat
situaci dvou hrac¢t a situaci obecné vice (tfi a vice) hraca?.

Monopolista na trhu bude maximalizovat svuj zisk, tedy hledat extrém funkce:

u(lg)=p-q—c-q=Mq—q* —cq

kde c bude v nasledujicim textu vzdy vyjadfovat vyrobni ndklady spojené s produkci jednotky

IKapitola vychdzi z prednasek Magdalény Hyk3Sové z FD CVUT
20Obecné v teorii her jsou dramaticky odlisné modely dvou hra¢t a modely s vice hradi, zejména z pohledu jejich
slozitosti. Vicehracovou hrou se vzdy rozumi hra tif a vice hraca.
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komodity (cena vyroby jednoho rohliku). Funkce vyjadfuje rozdil trZzeb a vyrobnich nakladu, coz je
pro nds nyni zisk vyrobce z prodeje.

Hleddame extrém uzitkové funkce (bod, ve kterém je prvni derivace nulova):

S (M~

Maximdlniho zisku dosdhne monopolista pii vyrobé ¢, ., mnozstvi komodity, cena bude

W) =M-2¢q—c=0=¢q,, =

1 1 1 1
ron =M =@ =M ——(M —¢)==-M+ —c==-(M
Zisk je kone¢né dan vztahem
1 2
U’:rwn = u(q’;knon) = q;knon(p:(non - C) = |:§ (M - C):|

Pokud pfiddme dalSiho vyrobce (hrace), ocekdvame pak, Ze se cena vyrobku snizi a mnozstvi
dodané na trh se zvysi. V oligopolni situaci, kdy se pocet hraca limitné blizi k nekone¢nu, uvidime,
zZe hréci produkuji s nulovym ziskem.

Nasledujici model sestavil Augustine Cournot a je znam jako Cournottiv model duopolu/oligopolu.
Pro herni teoretiky je zajimavé zjisténi, Ze Cournot odvodil Nashovo ekvilibrium jako prasecik tak
zvanych reak¢nich kiivek hracl — coZ jsou pro nds best-response kiivky. Z pohledu her je Cournotiiv
model oligopolu strategickd nekooperativni hra s nekoneéné mnoha strategiemi, resp. se strategiemi
tvofenymi spojitymi (omezenymi nebo neomezenymi) intervaly — tady prfedpokldddme, Ze mnoZiny

strategii hraca jsou S; = (0, 00).

2.1 Cournotovo reseni duopolu

M¢jme tedy dva hraci-vyrobce, coZ znamend, Ze hleddme ¢, ¢» pfi vyrobnich ndkladech c. Maximalni

dosazitelna cena komodity na trhu je podobné dana rovnici ddvajici do vztahu cenu a dodané mnozstvi:

p=M-—q —q

Hraci nejspis voli mnoZstvi (svou mnozZstevni strategii) z intervalu (0, M), to znamend, Ze jejich

mnoZstevni strategie jsou nekone¢né ohranicené mnoziny:

Sy =S, = (0, M)

Vyplatni funkce jiz nyni zavisi na hraném profilu (mdme tady hru):

w(g,e)=pP—cgn=M—-—qg —q¢—0c)q
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u2(q1,q2) = (p—)go = (M — 1 — g2 — ¢)q2

Zkoumejme pohled prvniho duopolisty. Pohled druhého duopolisty je totiz obdobny. Pro kazdou
strategii soupefe ¢, hledd takové mnozstvi ¢; = R1(q2), aby hodnota u;(q1, g2) byla maximalni (je
to jeho best-response). Funkci R;(qo) fikdme reakcni kfivka. Matematicky vzato (Iépe feceno, z
matematické analyzy) hledame extrém funkce vice proménnych podle proménné ¢, coZ vede na
parcidlni derivaci (ostatni mnoZstevni proménné zde vystupuji jako konstanty):

O 0f e gy~ 24 =0
Oq1
Hrac bude hrét takovou strategii ¢;, aby byla best-response na protihracovu ¢-, to znamend hleda

bod extrému, ktery nastavd v bodé ¢; takovém, Ze

M—c—g,—23 =0

Strategie ¢» je pro rozhodovani prvniho hrace sub-profilem (tzn. s_;), tedy konstantou a hrac

jedna hleda svou best-response mezi svymi S;. Proto klademe rovnost:

1
1 = R1<Q2) = §(M —C—= QQ) 2.1)

Analogicky druhy hrac voli:

1
¢ = Ra(q1) = §(M —c—q)

Kde je rovnovazny bod (¢7, ¢5)? Cournot jej navrhl jako prisecik reakénich kiivek, tedy v herné
teoretickém pojeti jako vzajemnou best-response hracu.
Hleddme (g1, ¢5) tak, Ze Ri(g3) = Ra(q7):

. 1
¢ =5 (M —c—Ri(q))
cozZ je
CI2:§(M_C_§(M_C_Q2)>

L, 1
4 = g(M —0) 2.2)
Po dosazeni (2.2) do (2.1) ziskame:
1
¢ = g(M —c)



R(q3)=R(q7)

Groon= + (M—c)

Ton= 3 (M=c)

q
0 !

Pun= (M) M-c

Figure 2.1: Cournotovo feSeni oligopolu — grafické vyjadieni prisecikt reakénich kiivek [pouZito z
pfednasSek M. HykSové]

Cena dosaZend na trhu vychdzi z plivodni rovnice mezi cenou a mnoZstvim na trhu:

. . . 2 1 2
Pp=M-g=M-q-gg=M-5M-c)=sM+zc
Zisk pro kazdého je
1 2
w05 65) = vl ) = | 507 = )

A celkovy zisk hracu v situaci je mensi nez zisk monopolisty:

* * * * 2
u1(qy, q3) +ua(qy, ;) = 9 (M — C)]2

Vyrobeno a doddno na trh je celkové, coz je vice nez u monopolisty:

* * 2
Q1+CI2:§(M_C)

Celkové je vidét, Ze duopolni situace je pro zdkazniky lepsi neZ monopolni, neboi duopolisté
prodavaji vétsi mnozstvi vyrobkl za niZsi cenu nez monopolista. Lze tedy i oCekavat, Ze s kazdym

dal$im vyrobcem se situace na trhu z pohledu zdkaznika zlepsi.

Uvaha s ruznymi vyrobnimi naklady ¢; # ¢, hraca

Pokud o¢ekavame, zZe vyrobni naklady hraci jsou rozdilné, pak dochazime k nasledujicimu ekvilibriu:
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1
q = §(M+ cy — 2¢1)

1
q; = §<M—|— C1 — 262)

Uplatni se tedy vice hrac s niz§imi naklady, coZ neni nijak prekvapivé.

Uvaha o tajné dohodé duopolisti

Mohou se duopolisti dohodnout a vyrdbét pouze g, ,, jako monopolista?

Dostavame se tak mimo rovnovazny bod. V takovém bodé¢ je situace nestabilni, protoZe kazdy z
hrac mize vybocit z profilu a kratkodobé si zisk navysit. Pokud pfipoustime kooperativnost (napf.
formou vyjednavani), pak studujeme rozsahlejsi oblast feSeni. Vice v predndsce o kooperativnich
hréach.

2.2 Reseni oligopoli

4v O

Uvazujme n hracl, kde kazdy hleda svoji strategii ¢;. Zisky jsou opét dany pro hrace i € () symet-

ricky:

Ui(q1, G2, s n) =P — )i = (M —c—q1 — g2 — ... — 4u)Gi
Rovnovazny bod ziskdme mirné komplikovanéjsSim odvozovanim nez u duopolu, ale postup je v

principu shodny:

aui
dq;

Z obecného predpisu obdrzime soustavu rovnic a tu feSime analyticky:

=M-c—-qg—q@—..—2¢—...—q, =0

20 + ¢ + ... + ¢ = M-—c
¢ + 2¢9 + ... + ¢ = M-—c
qn + ¢ + ... + 2¢, = M-—c

ReSenim soustavy obdrzime

Oligopolisté dohromady vyrobi:

22



- M —c¢ n
q Zi_lqz nn+1 n+1( °)

Z toho je patrné, Ze s rostoucim poctem hraca roste i mnozstvi dodaného produktu a klesa jeho

cena (a zisk firem).

. 1 n
= c
P n—+1 n—+1
n
*:—M_ 2
U (n+1)2( c)

Kdyz jde n k nekonecnu, dostdvame se do situace, kterd se nazyva dokonald souté? (konkurence),

kdy na trhu soupefi velké mnoZstvi srovnatelnych firem, kde Z4dnd z nich nemd moc vyznamné

ovlivnit mnoZstvi na trhu.
Velmi zajimavé je zjiSténi, Ze dodané mnoZstvi na trh je v situaci dokonalé konkurence:

(M—c)=M —c
coZ souvisi i s cenou pozadovanou za vyrobek (nemizZeme ocekdvat, ze by klesla pod naklady
vyroby):
pPr=M-(M-c)=c
Celkovy zisk oligopolistli v dokonalé konkurenci:
u* =0

Pro srovnéni situaci monopolu, duopolu, oligopolu a oligopolu v dokonalé konkurenci uvedme

prehledovou tabulku na Obrazku 2.2.

Celkové Cena za Celkovy
mnozstvi ¢* | jednotku p* zisk u*
Monopol (M —¢) M+ 5c (M —o)?
Duopol (M —¢) M+ ic (M —¢)?
Oligopol | ;5 (M —¢) | ;5 M + 'qc | i (M — )
Dok. soutéz | (M —c¢) c 0

Figure 2.2: Srovnani riznych trznich situaci
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2.3 Bertrandav model oligopolu (1883)

Je zjevné, Ze oligopol nevede v realit€ ani ndznakem k dokonalé konkurenci, ktera se vyznacuje cenou
na drovni vyrobnich ndkladi a nulovym provoznim ziskem. Miizeme to zkoumat na komoditich
kazdodenni spotieby, kde 1ze jednoduse ménit dodavatele a produkt je viceméné srovnatelny. Nejvic
typické je to u telefonnich nebo bankovnich sluzeb.

Bertrandiiv model oligopolu neni z pohledu teorie her tak pielomovy, jako byl ten Cournotilv.
Bertrand revidoval zavér Cournota s tvrzenim, Ze jiZ u duopolisti se muizZe rozbéhnout dokonald
konkurence, nebot jejich mnoZstevni ekvilibrium nemusi byt stabiln.

Pfipusime, Ze duopolisté hrajf (¢, ¢5) = 5(M — c) za shodnou cenu p* = 3 M + 2. PFi této cen&
tvofi nenulovy zisk z vyroby a prodeje. Pii stejné cené maji rovny mnoZstevni podil na prodeji.

Najednou jeden z hra¢i zméni svou cenu p; := p* — A, kde A je libovolné malé. Podle logiky
trhu by mél hrac¢ 7 vyprodat veSkerou svou produkci a po ném az drazsi hra€. Plyne z toho, Ze hraci
nesoutéZi mnozstvim, ale cenou, ktera muze jit aZ na uroveni nakladu, tedy implikujici nulovy zisk. Z
faktu, Ze to tak v realité neni, plyne tzv. Bertrandliv paradox

Dnesni ekonomie jiZ znd pojem cenovd vdlka, ktery je z pohledu strategické interakce trividlni.
Predstavme si napiiklad tii hrice Q = {A, B, C'} na trhu s homogennim produktem, jehoZ cena se
ustdlila na p; = p” a podil vyrobcii ¢; na trhu je rovnomérné rozloZen na tietiny, tzn. ¢; = (M —p").

Pokud se vyrobce j € () rozhodne uhnout z cenového ekvilibria, pak by podle logiky trhu mél
na sebe pretdhnout veskerou poptavku trhu az do vyse svych vyrobnich kapacit a mize tak zvysit
svij zisk. Ostatni vyrobci jsou nuceni sniZit svou cenu tak, aby se vyrovnali aktudlni cené hrace 7,
pripadné jit jesté niZe. RozloZeni poptavky mezi vyrobce se tak zfejmé opét srovna a vysledkem
je stejné rozloZeni vyroby s tim vyznamnym rozdilem, Ze uZ s mensSimi trzbami. Proto nelze nikdy
olekdvat, Ze si budou hrdci konkurovat cenou. Budou zdkaznikiim stdle dokazovat, Ze jejich produkt
je lepsi nez konkuren¢ni (bonusy, vérnostni programy, ...), ale nikdy nesnizi cenu. K cenové valce
muZe dojit pouze pii vstoupeni nového hrace na trh, ovSem na dobu velmi kratkou. Navic by nemélo
nikoho prekvapit, kdyz je nové ptichozi pouze virtudlni identitou jiz zavedeného hrace, kterd pouze

zvySuje dojem konkurence na trhu.
2.4 Zavér kapitoly o Cournotové modelu oligopolu

Studium Cournotova modelu je pro nas dileZité ze tii hlavnich divodu:

1. Cournottiv model oligopolu je historicky prvni ukazka feSeni strategické rovnovahy v nekoop-

erativnich hrach. Znalost Cournotova modelu je pro teorii her chapédna jako znalost zakladni.

2. Corunotliv model je ukdzka analytického herné-teoretického modelu. Dalsi modely (napf. eko-

nomické) jsou koncipovany podobnym zptsobem.
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3. Cournotiiv model je hran v nekone¢nych mnozinach strategii (resp. nekone¢nych ohranicenych
mnoZindch) a je to pro nds myslenkovy pfechod od ryzich strategii smérem ke smiSenym

strategiim.

Na Cournotiv model navazeme v kapitole o hrach v rozsitené formé modelem podle Stackelberga,

ktery odliSuje mezi vyrobci cenového viidce a jeho nasledovniky.
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Chapter 3

Hry bez Nashova ekvilibria v ryzich

strategiich

Zavedli jsme koncept Nashova ekvilibria v ryzich strategiich (PNE) a nyni je potfeba zkoumat, zda-li
kazd4 (avSak konec¢nd) hra ma PNE nebo ne. Tento problém rozhodneme nalezenim alesponl jedné

hry, kterd PNE nema. Jako ukdzkovy model poslouzi klasicka hra Matching Pennies na Obrazku 3.1

vvvvvv

A/B | heads | tails
heads | 1,-1 | -1,1
tails -1,1 | 1,-1

Figure 3.1: Matice ziskd ve hfe Matching Pennies

Z matice ziskll je evidentni, Ze hra nemd PNE. Znamena to vSak, Ze nema feSeni? Pokud by
neméla feSeni, pak by ji hra¢i nedokdzali hrét a to je nesmysl. UkdZeme, Ze raciondlni strategii hrace
je hréat v této hre strategii “heads” s pravdépodobnosti 50 % a podobné strategii “tails”.

Pokud zde budeme mluvit o pravdépodobnostech, tak tim neminime Zadnou nejistotu hrace pii
rozhodovani, jako je tomu u rozhodovani za nejistoty (ve hrach proti ptirod¢€), nebo-li u rozhodovani
nad loteriemi. Pravdépodobnosti budou modelovat indiferenci hra¢e nad nékterymi jeho strategiemi.

Vyjedeme z potfeby hrace se rozhodnout v situaci dané nasledujici uzitkovou funkci:

volba| a | b C d
zisk | 10 | 20 | 30 | 40

Je zde zjevné, Ze hra¢ dosahuje svého maxima pfi volbé strategie d. Jakou strategii ovSem hrac

zvoli v nésledujici, mirné modifikované situaci:

volba| a | b | c | d
zisk | 10 | 20 | 40 | 40

26



Vidime, Ze hra¢ dostane shodny vysledek pfi volbé strategie ¢ i d. Hrac je tedy indiferentni
mezi ¢ a d. Je mu tedy jedno, zda-li zvoli ¢ nebo d. Raciondlni hra¢ tento fakt pochopi! a najde si
zafizeni, které mu vygeneruje ndhodnou veli¢inu v potfebné pravdépodobnostni distribuci. V naSem
pfipadé si jedinec po staru "hodi korunou”. Pfi zobecnéni distribuce ndhodné veli¢iny je modelem
jeho rozhodovaci situace pravdépodobnostni distribuce (0, 0, 0.5,0.5).

Nyni si polozme tuto otdzku: je distribuce (0,0,0.4,0.6) projevem indiference mezi ¢ a d? Jak
tuto situaci interpretujeme? Jak by mohla vzniknout? Pokud tim jedinec davé najevo, Ze je v zdsadé
indiferentni mezi strategiemi s nenulovou pfifazenou pravdépodobnosti, ale tak néjak se mu d libi o
kousek vic, pak timto zpisobem rozhodovani nemodelujeme. Pochopme, Ze postoj d = ¢ = d je
logicky nekonzistentni.

Ve hréch ovSem bude postoj (0,0, 0.4, 0.6) ptipustny, nebot bude vyjadfovat nase oekdvani zisku.
Ocekdavany zisk bude zavisly na podobné pravdépodobnostnim postoji protihraci. N&s hrac¢ bude
indiferentni nad strategiemi, kterym piifazuje nenulovou pravdépodobnost, protoze o¢ekavané zisky

pfi jejich hrani budou totoZné.

3.1 SmiSené rozsireni nekooperativni hry

NavaZzeme na definici nekooperativni hry hrané v diskrétnich mnoZinich strategii (kone¢nd hra).

Zavedeme tak zvané smiSené rozsifeni hry.

Definice 14. Mé&jme hru I' = (Q;{Si}icq: {Ui}ticq). Hru I'™ = (Q: {A;}ic: {mi}ticq) nazveme
smisSenym rozSirenim hry I, pokud Vi € Q):

o A, je mnozina smiSenych strategii hrdce i (vektory délky |S;|) s prvky o; € A;. Cislo o,(s;)

oznacuje pravdépodobnost pfirazenou ryzi strategii s; € S; ve strategii o;. Celkové A =[], A;.

A, =10 € <O, 1>m1

Z oi(si) =1 p:1m; =[S

S$; €5,

o Vyplatni funkce hrdce i (tzv. olekdvany uZitek hrdce) je v kaZdém smiSeném profilu o € A:

mi(o) =Y Ui(s)- | [ oils:)

seS 1€Q

v

ReSenim smiSeného rozsifeni hry je smiSené ekvilibrium. Dohodnéme se, Ze nebudeme striktné

psat ryzi ekvilibrium v konecné hie a smiSené ekvilibrium ve smiSeném rozsifeni konecné hry —

!Tento moment miiZe byt pro jedince velmi obtizny. Vzpomeiime na bajku o oslovi, ktery chcipl hlady, nebot se
nedokézal rozhodnout mezi levou a pravou otypkou sena.
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budeme rozumét existenci smiSeného rozsiteni jaksi implicitné a dédle budeme mluvit o hrach s
feSenim v ryzich strategiich nebo ve smiSenych strategiich.
Nashovo ekvilibrium ve smiSenych strategiich bude mit fakticky stejnou definici jako pro PNE,

ovSem se zavedenim ocekavaného zisku (pouze zobecnéni).

Definice 15. Mé&jme hru I'™ = (Q;{Ai}ico; {mi}icq). SmiSeny profil o* € A nazveme smiSené
Nashovo ekvilibrium ve hie I'™, pokud plati pro vSechny hrdce 1 € () a vSechny moZné smisené
strategie o; € A;:

mi(o*) > mi(oi, 0" ;)

—1

Dale nebudeme zdiraznovat, ze smiSené ekvilibrium je definovano v '™, ale implicitné ho budeme
chdpat jako mozné fesSeni I'.

Doplnime si jeSté pojem smiSend doména mnoZiny strategii hrdce (snad vhodny preklad an-
glického pojmu support). S tim si zavedeme i notaci o;(s;) vyjadiujici pravdépodobnost, kterou

pfifazuje smiSena strategie o; hrace 7 jeho ryzi strategii s; € .5;.

Definice 16. M¢&jme hru I = (Q;{Ai}icq: {mi}icq) a smiSenou strategii o; hrdce i. SmiSenou

doménou mnoZiny strategii hrdce 1 (zkrdcené doménou strategii) nazveme podmnoZinu strategii

S'prpl<0'l> = {Si S Sz‘O'Z(SZ) > 0}

3.2 Smysl a interpretace smiSenych strategii

Uvazujme nésledujici hru:

a b
cl| 32|13
d|-14]21

Nez si ukdZzeme postup vypoctu smiSeného Nashova ekvilibria (MNE), ukdZeme si, jakd po-

zorovani maji v bodé MNE oba hric¢i. Méjme nésledujici smiSeny profil:

« . % 31 14
7= ={{11)\53
Jaké jsou ryzi BRy(0*)? Jestlize sloupcovy hra¢ hraje ryzi strategii a s pravdépodobnosti % a

strategii b s pravdépodobnosti %, pak fddkovy hra¢ muze ocekavat zisk pii hrani c nésledujici:

4 7
Wl(C,U;):?)' +15:g

| =

Pokud by hrél ryze d, pak:
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1 4 7
Wl(d,U;):—lg+25:g

Toto je prvni dilezita vlastnost smiSeného Nashova ekvilibria:

Pokud hrdci hraji smisené Nashovo ekvilibrium o, pak je kaZdy hrdc i indiferentni ve
svém ocekdvdni mezi vSemi svymi ryzimi strategiemi, kterym jeho smiSend strategie o}

prirazuje nenulovou pravdépodobnost.

Toto pochopitelné v MNE plati vzajemné. Co presné ovSem znaci ta pravdépodobnostni dis-
tribuce? Pokud trvdme na tom, aby se fddkovy hra¢ v nasi hie rozhodl a zvolil néjaky konkrétni ryzi
tah, pak se hrac hrajici o] s pravdépodobnosti % rozhodne pro c a s pravdépodobnosti }1 rozhodne pro
d.

Pojame ovSem déle. Nékdo miiZe namitnout, Ze pro sloupcového hrace je pravdépodobnéjsi hrat
b, a proto bude hrat b vZdy. Pokud by sloupcovy hrdl smiSené (0, 1), tedy strategii b s pravdépodbnosti
1, pak je jeho ocekdvany zisk: 23 + 11 = 2.5 (je hor{ neZ my(0™)).

Pokud by fadkovy hra¢ ziskal dojem, Ze sloupcovy bude hrit (0, 1), pak je jeho BR hrat (0, 1),
coz muzeme snadno na matici hry ovéfit. Na to ovSem zareaguje sloupcovy presunutim se do levého
sloupce, kde je strategie a. Pokud tedy hrici nepfistupuji k rovnovaze smiSené, hra hrand v ryzich
strategiich nenajde rovnovazny bod.

Stability to dosdhne az v ¢*, kdy jsou oba hra¢i indiferentni mezi {a,b}, resp. {c,d} a je
pravdépodobné, Ze sloupcovy zvoli b a fadkovy ¢, kde dosahnou uzitku (1, 3) (misto (1.4,2.7)).

Poznamenejme na zavér, Ze toto je pouze demonstracni priklad. Neplati tedy obecné, Ze hrici ve

smiSeném ekvilibriu pfifazuji vSem svym ryzim strategiim nenulovou pravdépodobnost.

3.3 Vypocet smiSené rovnovahy — hledani pruseciku reakcnich
krivek

M¢jme nésledujici hru:

a b
cl| 32|13
d|-1.4 121

Pismenem p budeme znacit pravdépodobnost hrani strategie a fddkového hrace, tzn. Zze 1 — p
urcuje pravdépodobnost hrani b. Podobné€ s pismenem ¢ pro sloupcového hrace.
. . e , O s 1. 2. 2
Funkce 7; je funkce v vpromennych p a q. Hledanim jejiho extrému podle p, tzn. ey ziskdvame
ndhled na nejlepsi odpovéd fadkového hrace v sub-profilu (¢, 1 — ¢) hrani protihrace.
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m =3pg+1p(1 —q) — (1 —p)g+2(1 —p)(1 —q) = 5pg — p — 3q + 2

Funkce 7, uddva oc¢ekavany zisk fadkového hrace v zavislosti na hrani jeho a protivnikovy smiSené
strategie. Polozime prvni derivaci funkce rovnou nule a ziskdvame bod, ve kterém funkce dosahuje

extrému (zfejmé maxima, coZ miZeme ovefit na druhé derivaci):

87T1 1
oy —1=q=-
dp e 1= 5

Funkce 7; dosahuje extrému v bodech (p, ¢) takovych, Ze ¢ = % Podobné u funkce s:

me =2pq+3p(1 —q)+4(1 —p)g+ (1 —p)(1 —q) = —4pg +2p+ 3¢+ 1
(971'2 3
— =—-4p+3=p=-
dq Pt P=7

SmiSené Nashovo ekvilibrium tedy nastava ve smiSeném profilu

0" =((p.1=p)(¢,1 = q) = (07,03) = (G }1) ’ (% g))

3.4 Vypocet smiSené rovnovahy — obecny algoritmus

M¢jme stejnou hru jako v poslednim piikladu. Vychdzime z poznani indiference mezi a a b pti hrani
smiSené (p, 1 — p) versus smiSené (¢, 1 — ¢). Budeme tedy predpokiddat u hrac¢a domény (supports)
supp1 = {c,d} a suppy = {a, b}.

Z ptedpokladu indiference fddkového hrdce mezi v§emi jeho ryzimi strategiemi z domény pak pro
fadkového hrace vychdzi uzitek:

Ui(c,a) - q+ Ui(e,b) - (1 —q) = Ui(d,a) - q+ Uy (d,b) - (1 —q)
3+ 1(1—q)=—-1g+2(1 —q)

3¢=-q+(1-q)

| =

q:

Podobn& sloupcovy: 2p+4(1 —p) =3p+ (1 —p) = p =2

Tento postup je zdkladem algoritmu hleddni smiSenych ekvilibrii silou. V tomto algoritmu zk-
oumame vSechny mozné domény jednoho hrace proti vSem moZznym doméndm druhého hriace. Pro
kazdou iteraci ziskdvame soustavu rovnic, které jsou v piipadé dvouhrda€ovych her linedrni a v ptipadé

vice-hracovych her nelinearni. Tento algoritmus i urcuje casovou sloZitost vypoctu smiseného Nashova
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ekvilibria, kterd je obecn& exponencidlni?.
Vyse zmin&ny algoritmus® pracuje spravné pouze u nedegenerovanych her, které si v zapéti defin-

ujeme:

Definice 17. Dvouhrdcovd hra je tak zvané nedegenerovand, pokud Zddnd smiSend strategie s doménou

(support) velikosti k nemd u protihrdce vice neZ k ryzich best-response.

Tuto vlastnost snadno pozname — pokud ma hra na ryzi strategii jednoho hrace dvé (a vice) ryzich
best-response protihrace, je degenerovand. Plyne z toho, Ze kterékoliv Nash ekvilibrium (s7, s3)

nedegenerované dvouhrd¢ové hry ma domény stejné délky.

3.5 Veéta o existenci smiSeného Nashova ekvilibria

Véta 1 (Véta o existenci MNE v kone¢nych hrach). KaZdd konecnd hra md vZdy alespori jedno rFeSent
ve smiSenych strategiich.
John Nash (1950)

Tato véta je nejvyznamnéjSim vysledkem Johna Nashe a zakladem studia nekooperativnich hernich

situaci. Dikaz této véty bude proveden v nasledujicich kapitolach.
Véta 2. KaZdd konecnd nedegenerovand hra md vZdy lichy pocet ekvilibrii (tzn. PNE+MNE).

Dusledek: pokud najdu ve hie pouze 1 PNE, je pouze 1 ekvilibrium. Pokud najdu 2 PNE, pak

existuje t7eti ekvilibrium, které je MNE (a bude nad témi PNE ukazovat jejich vahu).

2Christos Papadimitriou dokdzal, Ze je ve sloZitostni tiid& PPAD
3Pro dal§f studium doporucuji: Nisan et al.: Algorithmic Game Theory (link na striance THE), specificky kapitolu:
Bernhard von Stengel: Equilibrium Computation for Two-Player Games in Strategic and Extensive Form
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Chapter 4

Problém existence ekvilibria ve hrach s

nenulovym souctem

Kdyz Nash definoval své ekvilibrium v nekooperativnich hrich s nenulovym souctem, bylo nutno

navic ukdzat, zda-1i jeho koncept plati ve vSech myslitelnych hrich.

4.1 Kompaktni a konvexni mnozina

Definice 18. MnoZina A C R" je kompaktni, pokud je ohranicend (existuje ¢islo b takové, Ze Va €

A 1 lal| < b) a uzavrend (jeji doplnék R™ \ A je oteviend mnoZina).

Definice 19. MnoZina A C R" je konvexni, pokud pro kazdé dva jeji prvky x,y € A a kaZdé redlné
¢islo X € (0,1) plati:

A+ (1—NyeA

Tzn., kazdy bod na tsecce mezi body x a y patii do mnoZiny A, coz je domonstrovano na obrazku
4.1.

4.2 Ryze kvazi-konkavni funkce

Definice 20. Funkce f(z) : A — R! (kde A je konvexni mnoZina) je ryze kvazi-konkdvni, jestlize
fAz+ (1= N)y) > t provSechnax,y € A,z #y, A € (0,1) ajakékolivt € R! takové, Ze f(x) >t
a f(y) = t.

Definice fikd, Ze funkce (napf. uzitkova funkce, resp. preferenéni) nemiZe na intervalu (z,y)
takovém, Ze pro oba ohraniCujici body je f(-) slabé lepSi nez hodnota t, tvrdit, Ze pfipousti bod
€ (z,y), ktery by nebyl striktné lepsi neZ ¢ nebo dokonce horsi.
Naopak, vSechny body z € (x,y) musi byt striktné lepsi (striktné preferovany nad) nez ¢.
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Figure 4.1: Ukazka konvexni a nekonvexni mnoZiny

4.3 Existence Nashova ekvilibria ve hrach se spojitymi S,

Véta 3. Nashovo ekvilibrium hry v normdini formé I' = (Q; {S;}ieq; {Ui }icq) existuje, pokud jsou

splnény ndsledujici podminky:
1. S;,Vi € Q je konvexni a kompaktni podmnozina Euklidovského prostoru.
2. Ui(si,5_5) : S — R! jsou spojité funkce u vSech hrdciii € Q.

3. pro vSechny hrdce i € () a vSechny s_; € S_; je funkce U;(s;,s_;) ryze kvazi-konkdvni na

mnoziné S;.

Dtikaz této véty priliS nepotifebujeme. Veéta v podstaté stanovuje podminky, které jsou demon-
strovany v Cournotov€ modulu duopolu, tzn. mnoZiny strategii jsou spojité mnoZiny (konvexni a

kompaktni), uzitkové funkce jsou spojité a kvazi-konkédvni.

4.4 SmiSena best-response hrace ve smiSeném profilu
Pfipomenime definici smiSeného Nashova ekvilibria (MNE):

Definice 21. SmiSeny profil c* € A je ekvilibrium ve hie I'™, pokud plati pro vsechny i € Q):

ol € BR;(0",)

BRZ‘(O',Z‘) = arg {max 7Ti<0'7;, O'z):|

[fASTAY)
Predpokladame, Ze vysledkem operace BR;(o_;) je podmnoZzina A;. MnoZina A; ma jiny charak-

ternez S;! V diskrétnich (ryzich) strategiich je vysledek best-response diskrétni mnoZzina, ve smiSenych
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strategiich je to néjaka podmoZina mnoziny A; a my nasledné ukaZeme, Ze je kompaktni a konvexni.
Z best-response plyne, Ze hrac 7 je v kontextu sub-profilu o_; indiferentni mezi vSemi o; € BR;(0_;).
To nds privadi k otdzce: Jak je velkd mnozina BR;(o_;)?

M¢éjme hru:

c| 32|13
d|-14]21

Prohlédsime, Ze jeji smiSené ekvilibrium je:

MNE = (07,03) = ((Z}l) ’ (%%))

Funkce 7 udava ocekdvany uZzitek rfadkového hrace v zdvislosti na hraném smiSeném profilu

daném pravdépodobnostmi p a q.

m =0pg—p—3q+2

Funkce best-response je tedy hleddni maxima pfes vSechny smiSené profily fadkového hrace

Ay ={(p,1-p)lp€(0,1)}

tedy zkracené pres vSechna p € (0, 1):

BRy(0_1 = (¢,1 —q)) = max [m(p,q)]
p€<071>

Experimentalné tedy miZeme dojit k témto zaveéram:

BR:((55, 1)) = maxpe,1y[—0.5p +1.7] = p:=0

BRi((3, %)) = maxye0,)[3.5p — 0.7] = p:=1

BRi((3,%)) = maxyeoy[5p-02—p—3-02+2] =14

Zde jiz BR neni zavislé na p, tzn. BR;(q = 0.2) = A;. Avsak pouze pro jeden bod v A; je to
podobné u sloupcového. Kdybychom funkce BR; a BR, vynesli do grafu, pak je bod rovnovahy v
misté, kde se obé kiivky (reak¢ni kfivky) protnou.

4.5 Pevny bod korespondence

V predchozi kapitole bylo vidét, Zze funkce best-response neni funkci v pravém slova smyslu — na
jeden vstup miiZe vratit obecné vice vystupt (coZ je tedy obecnd vlastnost best-response). Striktné
matematicky vzato proto nemiZeme mluvit o funkci best-response, ale o tak zvané korespondenci

best-response. Co znamend pojem korespondence?
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Definice 22. Korespondence c : A —— B je zobecnénd totdlni funkce nebo multi-value funkce, kterd

kaZdému a € A prifazuje (neprdzdnou) podmnoZinu B.

Alternativné miiZeme korespondenci zapisovat jako funkci ¢ : A — 2B, s vlastnosti Va € A :

c(a) # 0.
Pii zkoumani best-response korespondence nds bude zajimat, jestli rekurzivni proces hledani
ekvilibria se mize obecné vzato nékdy zastavit. Programatorsky si to predstavme jako volani funkce

B R na né&jaky ndhodné zvoleny profil. Ekvilibrium je pak ddno posloupnosti volani

0* = BR(BR(BR(BR(...))))

a nds zajima, zda-li je tato posloupnost konecnd a zda-li mtize dojit do stavu, kdy Vi € Q) : 0] =

BR;(c*,). Proto je nyni dilezity pojem pevného bodu.

Definice 23. M¢&jme korespondenci c : A —— A. Pevny bod (fixed-point) korespondence c je takovy
bod x* € A, Ze
" € c(x”)

Nashovo ekvilibrium je strategicky profil o* takovy, ze o} € BR;(c*,) pro vSechny i € (). Je to
tedy pevny bod BR-korespondence:
BR(0) = (BRi(0-1), BRy(0-2), ..., BRy(0-N))

Pokud dokdzeme, Ze kterdkoliv BR-korespondence miize mit pevny bod, pak existuje MNE pro
kteroukoliv hru. Existuje véta (Kakutani’s fixed-point theorem), kterd stanovuje podminky, aby kore-
spondence méla pevny bod. Pokud ukdZzeme, Ze BR spliuje tyto podminky, pak méa pevny bod, tzn.

hra ma ekvilibrium. UkdZzeme si Kakutaniho theorém a Nashuv dukaz.

4.6 Kakutani’s fixed point theorem

Shizuo Kakutani (1911-2004) stanovil ve své vété o pevném bodu korespondence nésledujici podminky,
aby zadana korespondence méla pevny bod. Tento teorém nds bude zajimat, protoZe s jeho pomoci
dokaZzeme, Ze smiSenda best-response korespondence md z principu vZdy pevny bod a tudiZ smiSené

Nashovo ekvilibrium existuje obecné pro kazdou hru.

Véta 4. Korespondence r : A —— A md pevny bod, pokud plati:

1. A je kompakini, konvexni, neprdzdnd podmnozina (konecné-rozmérného) Euklidovského pros-

toru,

2. r(a) je neprdzdnd pro vSechny a € A,
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3. r(a) je konvexni pro vSechny a € A,

4. r(-) je shora hemispoyjitd (ekv. s podminkou, Ze md uzavieny graf).

4.7 Dukaz Nashovy véty o existenci MNE v konec¢nych hrach

V ditkazu budeme vySetfovat funkci

BR;(0-;) = arg [gleaé (04, O-—i):|

a nasledné

BR(o) = (BRy(0_1), BRs(0_3), ..., BRNx(0_N))

Jejich zkouménim dojdeme k z4véru, zda-li napliuji nezbytné podminky Kakutaniho, aby mohly

formovat smiSené Nashovo ekvilibrium.

Berge’s Theorem of the Maximum

Véta 5. Nechi X C RY M C R? jsou kompaktni a konvexni mnoziny. Nechf je funkce f(x,m) :
X x M — R spojitd na X a M. Korespondence ¢ : M —— X definovand jako

c¢(m) =arg {rgg}é([f(x, m)]}
Jje neprdzdnd pro kazdé m € M a shora hemispojitd.

Na funkci f(x, m) miZzeme pohliZet jako na hodnotici funkci optimalizitoru, kde m je vstupni

specifikace problému a feSeni se hledd pres vSechny = € X. VSimnéte si podobnosti s BR-korespondenci.

V konec¢nych hrach jsou S; konecné (diskrétni) mnoZziny. Jejich smiSené rozsifeni A; jsou ovSem
kompaktni a konvexni mnoziny (a rozhodné neprazdné). Tzn., prvni podminka Kakutaniho byla
splnéna.

Z definice hry plyne, Ze m;(-) jsou linedrni funkce a proto spojité na A;. Z Bergova theorému o
maximu proto plyne, Ze BR;(0_;) je proto neprazdna pro vSechny o_; € A_; a shora hemispojita.

Druha a ¢tvrta Kakutaniho podminka splnéna.
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Definice linearni funkce (zobrazeni)

Definice 24. Nechi X C R™ aY C R". Zobrazeni F : X — Y se nazyvd linedrni, pokud pro

vSechny x,y € R™ a q € R plati soucasné:

1. Flx+y)=F(z)+ F(y)

2. F(qg-z)=q- F(z)

' o’ takové, Ze

27 7

Protoze 7;(0;, 0_;) je linedrni pro libovolné o_;, pak najdeme-li dva body o

mi(ol, o) =m0l o) 4.1)

tzn. o}, 0! € BR;(0_;), pak (z linearity):

17 7

mi(Aol+ (1 = N)ol o) =

= Ami(07,0-) + (1 = N)mi(of,0-;) =

= Ami(ol, o) +mi(o),0_;) — Ami(of ,0-4) 4.2)

N 24

A=m(ol,0.) =mi(c!, 0.;)

@) )

a Cist (4.2) jako

M+A-INA=A

To znamena, Ze

(Aol + (1 = N)o,0-;) =m0}, 0_;)
pro libovolné A € (0,1). Jinak feeno, oekdvany zisk ve vSech bodech BR;(c_; je stejny a

funkce B R vraci mnozinu, ktera je rozhodné konvexni. Treti podminka Kakutaniho byla splnéna.

Podminky Kakutaniho véty byly splnény, tim padem je BR(o) korespondence s pevnym bodem, tzn.
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ma-li o* byt rovnovazny bod ve smiSenych strategiich, pak rozhodné plati, Ze
o* € BR(c")

Tak J. Nash v roce 1950 (zasléano k recenzi Nov 1949) v ¢lanku Equilibrium Points in N-person
Games dokazal univerzélni feSitelnost konecnych nekooperativnich her. Tento ¢lanek je rozhodné

pozoruhodny a zaslouZi si, aby se s nim kazdy student Teorie her sezndmil.
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Chapter 5
Nekooperativni hry s nulovym souctem

Nekooperativni hry s nulovym souétem! jsou specidlnim pifpadem strategickych nekooperativnich
her s nenulovym souctem. Jejich feSeni pfiSlo historicky dfive (von Neumann, Véta o minimaxu),
protoZe jsou koncepcné i vypocetné jednodussi. Driive se i véfilo, Ze veSkeré strategické konflikty
jsou charakteru nulového souctu, coz pozdéji John Nash vyvritil svym feSenim ve hrach s nenulovym
souctem.

Zopakujme si definici hry s konstantnim, respektive nulovym souctem:

Definice 25. Mé&jme hru I'. Rekneme, Ze T je hra s konstantnim souctem k € R, pokud plati

VsES:ZUi(s):k
i€Q

Pokud je k = 0, pak je 1" hra s nulovym souctem.

Hry s nulovym souctem byvaji pro sviij strategicky charakter nazyvany strictly competitive games.
Mira vyhry jednoho zna¢i miru prohry druhého. V socidlnich védéch jsou tyto hry znamy také pod

nazvem antagonistické hry (konflikty).

Definice 26. Antagonisticky konflikt je rozhodovaci situace N hrdcu, kteri se po volbé svych rozhod-

nuti rozdéli o pevné stanovenou Cdstku, jejiz vyse nezdvisi na tom, jakd rozhodnuti zvolili.

Priklad

Dvé firmy (Perrier, Apollinaris) soupefi na trhu s minerdlni vodou. Jejich marketingové oddéleni
fesi problém, jestli zvolit vysokou cenu ($2) nebo nizkou cenu ($1) za jednu lahev minerdlky. Obé
firmy vi, Ze pfi cené $2 se proda 5000 lahvi (trzba $10.000) a pri cené $1 se proda 10000 lahvi (trzba
$10.000). Pfi stejné cené obou se hraci rovnomérné podé€li o trh. Pokud je jeden levnéjsi, ziska cely
trh. Fixni ndklady firem, tzn. bez ohledu na realizovanou produkci/prodej jsou $5000 za dané obdobi.

Hru dokumentuje matice uzitkti zapsana dle obvyklé konvence na obrazku 5.1.

IKapitola byla zpracovéna s pouzitim prednasek Magdaleny Hyk3ové z FD CVUT
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Perrier/Appollinaris $1 $2
$1 0,0 5000,-5000
$2 -5000,5000 0,0

Figure 5.1: Hra mezi Perrierem a Appollinarisem

Je vidét i pii zapisu dvou uzitkl dvou hracd, ze suma uzitkl v kazdém profilu je nulova a Ze tudiz

pracujeme se hrou s nulovym souctem.

5.1 Vztah nulového a konstantniho souc¢tu

Abychom od pocétku pracovali s védomim, Ze hry s konstantnim souctem jsou vSechny v podstaté

hrami s nulovym souctem, vyslovime nasledujici vétu:

Véta 6. Nechi 'y, je hra s konstantnim souctem k € R. Potom existuje hra Iy s nulovym souctem

takovd, Ze je strategicky ekvivalentni s I'y.

Ditikaz bude zaloZen na nalezeni A;, B; koeficientl pro strategickou ekvivalenci a predvedeme si

to pouze na prikladé.

Priklad: prevod k-sum hry na 0-sum hru

M¢jme hru s konstantnim souctem (k = 2):

a b
cl| 02 | 1,1
d|-1,3120

Hledame koeficienty transformace A, A,, By, Bs na strategicky ekvivalentni hru s nulovym souétem.
Tyto koeficienty jsou pro nés tudizZ nezndmé v nasledujicich rovnicich:
U, =0A1+B; Uj =24+ By
p=4+B Uyp=A4+5B
13=—A1+B, Ul;=3A:+ By
U,=2A4+B, Ul,,=0A+ B
Uzitky Uj;;i € {1,2},5 € {1,2,3,4} jsou taky nezndmé. Médme zatim 12 nezndmych a pouze 8
rovnic. Déle pfidime rovnice vyZadujici nulovost souctu uzitkti v jednotlivych profilech:

Pokud tedy sledujeme rovnosti Uy; + Uy; = 0, pak obdrZime soustavu linedrnich rovnic o ¢tyfech

nezndmych:
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By +2Ay+ By =0
A1+B1—|—A2+BQIO
—A1+B1+34,+ B, =0

2A1 + By + Bs
Nebo vyjadrenou jeji maticovou formou:

0 121 A 0
1 111 Bi| o
-1 131 Al o
2 101 B, 0

Méme homogenni soustavu rovnic, kde jsou ovSem linedrni zavislosti, tzn. vede na nekonecné
mnoho feSeni (to nas nepfekvapuje, nebof to ofekdvame).
Navrhnéme A; = Ay, = 1, tzn.: By + By = —2 azvolme By = By = —1.

Pivodni hra se tedy transformuje na hru:

a b
c|-1,1]00
d|-22]1,-1
Stejné tak s jinymi transformacnimi koeficienty A; = 1, By = 0, B, = —2 na:
a b
c| 0,0 | 1,-1
d|-1,1]2,-2

5.2 Zapis 0-sum hry

Pokud plati, ze Vs € S : Ui(s) + Us(s) = 0, pak Ize psat pouze jednu matici U(s) a definovat
Ui(s) = U(s), Ua(s) = =U(s).

2,-215,-5] 0,0 21510
3-311,-112-2=|3]|1
4,4 | 3,-3]6,-6 413

Hru dvou hrd¢d s nulovym souétem s kone¢nymi mnoZinami strategii S; = {si,sd,....,s1 } a
Sy = {s3,53, ..., 52} Ize zadat pomoci matice A vyjadfujici zisky prvniho hrace:
12 12 12
a1 Q2 ... Qip Ui(sy,s7) Ui(sy,sz) ... Ui(sy,ss)
12 12 12
g | e o2 o oam | Ui(sy,s7) Ui(sy,s3) ... Ui(ss,ss)
12 12 12
A1 Am2 - O Ui(sy,,87) Ui(spys3) - Ui(s,,,s2)
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Definice 27. Hra dvou hrdcii s nulovym souctem je I' = (Q; Sy, So; U), kde

o ) ={1,2} je mnoZina hrdcii.

2 v O

e S a Sy jsou mnoZiny ryzich strategii hrdcii.
e U : S — R jevyplatni funkce ve hie. Uzitkem hrdace jedna je U,(s) = U(s), Us(s) = —=U(s).

Oba hraci maji shodné vniméani preference v tom smyslu, Ze preferuji uzitek = pred y, prave tehdy
kdyz x > y. To znamena pro sloupcového hrace, Ze preferuje naptiklad —2 nad —10.

Casto budeme 0-sum hru zapisovat matici hry A, pak by hra byla struktura I' = (Q; S, S9; A).
Jisté mize byt 0-sum hra s vice hraci (interpretace uzitkt). Zde budeme rozvijet vyhradné dvouhracové

0-sum hry.

5.3 Chovani hrace v 0-sum hre

M¢jme hru zadanou matici A takto:

2150
A=]3|1
413]6

Kazdy hrac vi, Ze na kazdy jeho ptipadny tah bude protihrac reagovat svou best-response strategii.
Radkovy tudiZ vi, e sloupcovy bude na fadku hledat minimum, coZ je jeho BR — hra¢ takto mini-
malizuje svou prohru. Minimum na fadku je pro fadkového tudiz dulezité. MiiZe ovSem zvolit takové

minimum, které je mezi vSemi fadky nejlepsi (nejvétsi). Je to hleddni maxima mezi minimy.
e Minimum prvniho fadku: 0,
e druhého: 1,

e tfetiho: 3,

Zavér: pokud bude fadkovy hrac¢ hrat tieti fadek, pak dostane nejhtr zisk 3. Musi predpokladat
racionalitu sloupcového hrace. Hledani minima na fadku neni paranoidni chovani, pouze predpoklad
racionality u sloupcového hrace.

YA

Radkovému hraci fikame maxminimizer.
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Volba sloupcového

Sloupcovy premysli podobné a pfitom opacné. V prvnim sloupci je sice jeho nejlepsi zisk 2 (tzn. —2),
ale musi pocitat s tim, Ze fddkovy bude hrat tfeti fadek (jako svou BR). Pro prvni sloupec je tudizZ jeho
nejvysSs$i moznd ztrata 4 (druhy: 5, teti: 6). Sloupcovy hrd¢ minimalizuje svoji ztratu, proto voli prvni
sloupec.

Sloupcovy hra¢ tudiz hledd maximum ve sloupci a globdlné minimum mezi maximy. Sloup-

YA

covému hraci rikame minimaximizer.

5.4 Rovnovazné strategie tvorici ekvilibrium ve hre

s 2

Pfipomenime definici rovnovazného bodu (s3, s5) v dvouhracové hie.

Definice 28. Profil (s7, s3) pFedstavuje rovnovdziné strategie hrdacii, pokud plati:
Ui(s1,55) < Ur(s], 53)
Us(s1, 52) < Ua(s7, 53)

pro vSechny s, € Sy, sy € Sa.

Uzitkové funkce definujeme U, (-) = U(+), Us(-) = —U(-). Pak piSeme, Ze v rovnovazném bodé

musi platit pro faddkového hrace:

U(sy,s5) < U(sy, s5) (5.1

Z pohledu sloupcového to je

—U(s1,82) < =U(s7, 5)

coz vede na (ndsobeni nerovnice zapornou konstantou se méni smér nerovnosti):

U(SylﬂvSZ) Z U(Sika;) (52)

Z predchozich vztaht (5.1) a (5.2) plyne celkové:

U(Sh S;) < U(S; S;) < U(SL S2>

Jinak feceno, uzitek pro fadkového hrace je jeho dosazitelné maximum a pro sloupce dosazitelné
¢iselné minimum (které je jeho maximem). Hodnota U (s}, s3) se nazyva cena hry (taky hodnota hry,

angl. game value).
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5.5 Sedlovy bod (saddle point)

Definice 29. Mé&jme dvoumaticovou hru I = (Q); Sy, Sa; U). Ve hie definujeme minimax a maximin

takto:
m = min {gleagi U(sl,sg)}
n = e { mig Ulouon
Pro hru:
510
U(Sl, 82) =3 112
4136

tojem=4am=3.

Radkovy by tudiZ hrél tfeti fadek, sloupcovy prvni sloupec. Jaky je oviem zisk hracd v profilu s
indexy (3,1)? Radkovy dostane o jedna 1épe neZ &ekal, sloupcovy o jedna hif (kdyZ to ted vidi, hral
by druhy sloupec). Sloupcovy ma tudiZ tendenci zménit svoji strategii na druhy sloupec (pak dostane
3). Radkovy by pak zménil na prvni fadek...a stability hra nedoséhne.

Zavér: profil (3, 1) neni rovnovazny bod (nenf stabiln{). Kdy ovSem bude volba hra¢t vedouci ke

stabilnimu profilu?

Definice 30. Méjme O-sum hru I'. Profil s* je sedlovym prvkem, pokud plati, Ze:

S1 52 52 S1

U(s*) = max {min U(si, 32)} — min {max U(si, 32>}

tzn.

Us")=m=m

To znamend, Ze sedlovy bod ma vyplatu nejmensi na fddku a soucasné nejvyssi ve sloupci.
Sedlovy bod predstavuje rovnovazny stav (ryzi ekvilibrium) ve hfe. Hodnota uzitku v sedlovém
bod¢€ se nazyva cena hry (value). Sedlovy bod je ekvivalent PNE ve hriach s nenulovym souctem.
Podobné i tady nemusi v ryzich strategiich existovat.

Stejné jako u her s nenulovym souctem jsou tedy hry s:

e 0 sedlovymi body,
e | sedlovym bodem,

e 1 > 1 sedlovymi body.

Pripomenime, Ze 0-sum hry jsou specidlnim pfipadem her s nenulovym souctem, tzn. analytické

postupy ve hrach s nenulovym souc¢tem mohou byt pouZzity i ve 0-sum hrach.
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Priklad:

M¢jme hru:
1 8
4
00

pak jeji maxmin a minmax jou

m=m=2

a tudiz stejné. Hra mé tedy rovnovazny bod v ryzich strategiich.

5.6 Ekvilibrium 0-sum her ve smiSenych strategiich
SmiSenou strategii v dvouhracovych hrach s nulovym souctem jenom mirn€ modifikujeme:
Definice 31. SmiSend strategie hrdce i ve he ' je vektor p' = (pi, ..., pl,,.), kde
= |5il
2. Vje{l,..,mi} :ps € (0,1)
3. Z] 1 pg

Definice 32. M¢&jme dvouhrdcovou hru s nulovym souctem T’ = (Q; S1, So; U). SmiSenym rozSifenim

této hry nazveme hru s prostory strategii

Sf = {p7p = (p1>~-->pm)| ij = 1,Vj < {17"'7m} “p; € <07 1)}

j=1
S5 = {q,q = (g1, @)l > e =1Vk €{1,...n} : qu € <o,1>}
k=1
a vyplatni funkci (A je matice hry)
T(p,q) = 20 D opey DU (s, sk )qr = pAg”

Véta 7 (Minimax theorem, John von Neumann). V kaZdé konecné O-sum hie existuje FeSeni ve formé

smisenych strategir.

Originalni zn&ni von Neumanna v jeho historickém kontextu? bylo:

2J. von Neumann: Zur Theorie der Gesellschaftsspiele, In: Math. Annalen, vol. 100, 1928, pp. 295-320
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For every two-person, zero-sum game with finite strategies, there exists a value V and a mixed
strategy for each player, such that (a) Given player 2’s strategy, the best payoff possible for player 1
is V, and (b) Given player 1’s strategy, the best payoff possible for player 2 is -V.

Jiné znéni:

Véta 8. VZdy existuji smiSené strategie (p*, q*) takové, Ze plati:

m(p*,¢") = maxmin7(p, ¢) = min max 7 (p, q)
p q q p

Hledame tedy vektory p*, ¢* takové, Ze plati:

pro vSechny p € S7,q € S5.

5.7 Grafické reSeni maticovych her ve tvaru (2,n) strategii

Pro jednoduchost se omezime na hry, kde fadkovy hrd¢ ma pouze dvé strategie a sloupcovy jich ma
neomezené. Ocekavany zisk hrace 1 ve smiSenych strategiich (p, 1 — p) je pfi ryzich strategiich hrace
2 dan:

gi(p) =par; + (1 —plag; j=1,2,...n
Hleddme (sloupcovy hledd takové j, Ze ¢;(p) je minimalni):
p* = arg max |:jI1I,121,r}.,n gj(p)]

Nejprve budeme hledat funkci

¢(p) == min g;(p)
7=12,...,n

Tato funkce je konkdvni, po ¢astech linearni a snadno 1ze nalézt bod jejtho maxima. Hledand cena

hry je pak:

v =¢(p*) := max
p(p") = max o(p)
Nastava-li extrém v bodé¢ p*, kde g;(p*) = gr(p*) = v pro jednozna¢né urcené strategie j, k, pak
slozky smiSené rovnovazné strategie hrace 2 s indexy riznymi od j, k£ jsou rovny nule. Slozky, které

mohou byt nenulové, ziskdme vyfeSenim soustavy:

aijq; +awqe =v g t+tq =1 ¢ =>0,¢ >0
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nebo
agjq; + akqe =v gt q =1 ¢ >20,¢ >0

Demo vypoctu smiSeného reseni 0-sum hry

5 5/2 3
4 8 6
gi(p) =5p+4(1—p)=p+4

92(p) =3p+8(1—p)=—-p+38
g3(p) =3p+6(1 —p)=—-3p+6

Pfipomenime, Ze g,(p) vyjadfuje ocekdvany zisk hrace 1 pro pfipady, kdy hrac 2 hraje strategie j.

M¢jme maticovou hru

Mira vyhry hrace 1 znai miru prohry hrace 2. Hrd¢ 2 proto bude volit takové j, Ze g;(p),p € (0, 1)
bude minimalni.

¢(p) nabyva maxima v p = 1, hodnota maxima je v = 4.5.

9(p)

6 |-

4

»

Figure 5.2: Reak¢ni kiivky v prikladé [obrazek pfevzat z prednasek M. HykSové]

Maximum bylo nalezeno jako prasecik ¢;(p) a gs(p), tzn. j, k =1, 3.

Diéle feSime soustavu rovnic (jesté nds zajima q):

@ +g=1
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s omezenimi ¢q; > 0, g3 > 0. Ziskdvame feSeni ¢; = 0.75, g3 = 0.25.

Reseni hry je tedy smiSeny rovnovazny bod

ro=((39)-(o)

Ocekavany uzitek hrace 1 je:

13, 11 13 11
) =054 234204 226 =
T =50 o3ttt ey

3 1 3 1 154+34+12+6 36
= — — —4 —0 = = — =
85+83+8 +86 8 8

Vime, Ze hra¢ hrajici smiSenou strategii je indiferentni vii¢i v§em svym ryzim strategiim s nenulovou

4.5

pravdépodobnosti jako best-response na smiSenou strategii protivnika.
Hrac 1 ocekéva strategii ¢* u protivnika, pak je mu jedno, jakou svoji strategii zvoli (obé maji
nenulovou pravdépodobnost).

7((1,0),¢%) =53 + 31 = 15 =

w((0,1),q°) = 43 + 61 = 1200 =

Pokud hréd¢ 2 uhne ze své strategie (2,0, 1) na strategii (0, 1,0) pfi pfedpokladu, Ze hra¢ 1 stdle

1
1

4
4

w5 =5
N[ N

hraje p*, pak 7 (p*, (0,1,0)) = 21 4+ 81 = 5.25 a to je pro hrace 2 hors{ vysledek (VEt3i ztrata).

Ekvilibrium ve smiSenych strategiich vyjadiuje optimalni ofekavany zisk u obou hracta. Pokud
hra¢ 2 odhali smiSenou strategii p* protivnika, pak se rozhoduje mezi strategiemi 1 a 3, protoze by
jeho ocekavany zisk pfi hrani prostfedniho sloupce byl % (g + 8) = 5.25.

Bude-li hra¢ 1 hrat jinou strategii neZ p* = (3, 3) nebo hra¢ 2 jinou nez ¢* = (3,0, 1), pak

dosahnou horsiho uzitku.

Logika ekvilibria: Doufame, Ze hraci tuto dvahu provedou a pochopi, Ze ekvilibrium pojmou za svoje

chovani.
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Chapter 6

Korelované ekvilibrium v nekooperativnich
hrach

Korelované ekvilibrium je herni koncept, ktery zobecniuje Nashovo ekvilibrium. Poprvé bylo defi-
novano Robertem Aumannem (Nobel. cena, 2005) v ¢lanku ”Aumann, R. (1974) Subjectivity and
correlation in randomized strategies. Journal of Mathematical Economics 1:67-96”.

Korelované ekvilibrium (CE) je zaloZeno na mysSlence, Ze hrad¢ voli svou strategii na zdkladé
pozorovani néjakého vetfejné zndmého signdlu (signél je common knowledge). NE predpokladd, Ze
hra¢ se rozhoduje pouze dle specifikace hry. Vedle toho, signdl hra¢i “napovi” tah. Pokud hrac uvéfi,
Ze vSichni protihraci hraji dle CE a vidi, Ze by si pohors$il hranim jiného tahu (neZ je ten napovézeny),
pak je profil tvofeny témito ndpovédami korelované ekvilibrium. Ve hie miiZe existovat aZ nekone¢na
mnozina takovych profili. Budeme déle pfedpokladat racionalitu hra¢a a volbu unikatniho pareto
dominantniho profilu.

Necekame, Ze existuje “centrdlni autorita”, kterd by hra¢im vyfesila jejich problém a navrhla jim
noviny) a je jim spole¢nd (je to common knowledge) racionalita ve smyslu snahy maximalizovat
spole¢ny prospéch z volby strategického profilu. To povede také k tomu, Ze budeme pii vypoctu

korelovaného ekvilibria maximalizovat spoleCensky uZitek (efektivitu) vybraného profilu.

6.1 Motivacni priklad

Uvazujme hru:

a b
Al 99 |6,10
B |10,6 | 0,0

Hra ma dvé ryzi Nashova ekvilibria a jedno smiSené:
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e PNE (A, b) s danym ziskem (6, 10).
e PNE (B, a) s danym ziskem (10, 6).
e MNE ((£,1),(%,1)) s ofekdvanym ziskem (8.57,8.57).

Ptrepodpokladejme, Ze nékdo hodi minci (padne H nebo T), coZ je ten avizovany vefejné po-

zorovatelny signdl. Hraci souhlasi (a je to common-knowledge), Ze budou hrit:
e (A,b) v piipadé H,
e (B,a) v piipadé T.

Pfi této dohodé€ a s pfedpokladem synchrozniacniho signélu je oekdvany zisk ve hie (8, 8), coz
je oCekavany uzitek hrac¢a pravdépodobnostné vahovany 6 - 0.5 + 10 - 0.5.
Miize hra skutec¢né takto probéhnout? Budou hraci respektovat prichozi stav signdlu? Co Best-

response hraca?
e Padne-li H, hrac 1 vi, Ze hrac 2 bude hrat b (A je tedy Best-response)
e Padne-li T, hrac 1 vi, Ze hrac 2 bude hrét a (B je tedy Best-response)

Ocekédvané zisky nyni mohou vyt vyssi nez v MNE (pokud napt. zménime v (A, a) zisky na
(8,8)).
Predpokladajme ddle, Ze signal nemusi byt az tak informacné uplny. PoZadame arbitra, aby hodil

kostkou (vysledek n Zadny z hract nevidi).
e Oznamime hrac¢i 1, zda-1i n padlo do {1, 2} nebo do {3,4,5,6}.
e Oznamime hraci 2, zda-li n padlo do {1, 2, 3,4} nebo do {5,6}.
Dohoda je podobn4, jako v predchézejici konfiguraci, tedy:
e Hral 1 hraje B, pokud n € {1,2} nebo A pfin € {3,4,5,6}.
e Hrac 2 hraje a, pokud n € {1,2,3,4} nebo b pfin € {5,6}.
Ocekdvany zisk v této konfiguraci se zméni na (8.333, 8.333), coz miZzeme ovéfit na BR;:
e Pokud oznamime hréaci 1, ze n € {1, 2}, pak hra¢ vi, Ze hra¢ 2 bude hrét a. Pak je jeho BR;

jednoznacné hrat B.

e Pokud se hra¢ 1 dozvi, Ze hod padl do intervalu 3-6, tedy n € {3,4,5,6}, je situace mirné
sloZit€j$i. Hra¢ 2 nema jistotu mezi hranim a a b, proto bude hrat (%, %) Pak je BR; hrat A.
Celkové je ocekdvany zisk prvniho hrace (s pravdépodobnosti % hra skonéi v profilu (B, a) a s

pravd&podobnosti ¢ bude sloupcovy hrat smiSeng (3, 1)):

2 41 1
=-104+=(=9+ =6) = 8.333
™ G + 6(2 + 5 )
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6.2 Definice korelovaného ekvilibria

Méjme hru I' = (Q;{S;}icq;{Ui}icg). CE je od Nashova ekvilibria definovdno odlisné v tom
smyslu, Ze pfifazuje kazdému profilu s € S pravdépodobnostni ohodnoceni 7(s). Resenim hry z

pohledu CE je tedy vektor m = (7(s))ses-

Definice 33. M¢&jme hru I = (Q;{S;}icq; {Ui}icq) a vektor m = (m(s))ses takovy, Ze:
1. 7(s) € (0,1) VseS
2. ZSGSW(S> =1

Vektor m je korelovanym ekvilibriem ve hie I, pokud plati pro vSechny hrdce i € () a kaZdé dvé
strategie s;,d; € S;, d; # s;:

> wlsi o) - (Uilsiy s—i) — Ui(di, s-5)) > 0
5_i€S_;

Bylo by dobré si nyni rozebrat, co tato definice fikd o chovani hrac¢i. Vyplyne z toho i logika
vypoétu CE v zadané hie. MnoZina nerovnic modeluje, co hra¢ rozhodné nikdy nepripusti — co
neudéla. Vyraz (U;(s;,s_;) — U;(d;, s_;)) vyhodnocuje zménu uZitku hrace i, pokud by v sub-profilu
s_; presel ze své strategie s; na d;. Tento pfechod (deviace) je pochopitelné mozny pouze z profildg,
kde hrac ¢ hraje s;, tedy kazda nerovnice modeluje zlepSeni/zhorSeni hracova ocekdvaného uzitku
pro jednu konkrétni dvojici strategii s;, d;. Hra¢ pripusti takovou deviaci pouze v pfipadé, Ze v sumé
Yoo es, T(8i,5-4) - (Ui(si, 5-4) — Ui(di, s—)) > 0 vede k nezdpornému o¢ekdvanému zisku. Pokud
tedy tato ma byt platnd pouze v piipadé, ze proménné {7 (s;, s_;)}s_,es_, jsou nulové, pak jsou tyto
pravdépodobnosti nulové globalné a tedy pro vSechny hridce a celou hru.

Tato sada nerovnic konstruuje v pravdépodobnostnim prostoru dimenze |.S| konvexni mnohouhelnik
(angl. polytope), néco jako vyjedndvaci prostor, kde v§echny body tohoto prostoru jsou pro hrice
piipustné a dosaZitelné (feasible) a hleddme jejich raciondlni bod dohody (pareto efektivni), tedy opét
nékde na ohraniceni této mnoziny. Hledani pareto optimalniho korelovaného ekvilibria je LP-tloha
maximalizujici spole¢ny uZitek.

Korelované ekvilibrium je zobecnénim MNE, tedy kazdé MNE je CE, ale naopak to neplati. Vztah
MNE a CE dokumentuje nasledujici véta (jeji dukaz je dostupny na strankach THE):

Véta 9. Je-li o* MNE, pak ™ = (Hi]\ila*(si))sesje korelované ekvilibrium.

Korelované ekvilibrium je z nepochopitelnych divodil na okraji zajmut hernich teoretikd, i piesto,

Ze je sympatické z mnoha divodu:

e CE je nadmnozina MNE, tzn. vSechny MNE jsou soucasné¢ CE. Plyne z toho, ze CE vZdy
existuje. Nash dokazal, ze MNE vzZdy existuje, proto vzdy existuje CE.
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e Christos Papadimitriou dokézal (¢lanek "Computing correlated equilibria in multi-player games”,
In: 37th ACM Symposium on Theory of computing), Ze vypocet CE je v polynomické Casové
slozitostni tfidé, coZ je znany posuv od obecné exponencidlni slozitosti vypoctu smiSeného
Nashova ekvilibria. Pfipomenime, Ze pro vypocet MNE ve vice-hracovych hrach prakticky ne-

existuje algoritmus jejich vypoctu (natoz pak néjakého efektivniho vypoctu).

e Martin Hruby navrhl algoritmus efektivniho vypoctu CE se zapojenim paralelismu (¢lanek ”Al-
gorithmic Approaches to Game-Theoretical Modeling and Simulation, In: AUCO Czech Eco-
momic Review, on-line: auco.cuni.cz). Tento algoritmus je obvzl4si efektivni pfi soucasné

potiebé vycislovat uzitky U(s) v profilech s néjakym dal$im modelem.
e Existuje efektivni ndstroj vypoétu CE pod ndzvem CE-Solver' autord S. Zidka a M. Hrubého.

e Vypocet CE je zaloZen na linedrnim programovani. Algoritmus jeho vypoctu je jednoduchy,

jednoznacny a bez vyjimek. Algoritmus neodliSuje mezi dvouhrdovou a vice-hracovou hrou.

6.3 Vypocet CE obecné (LP-tloha)

MnoZina korelovanych ekvilibrii pro zadanou hru je obecné nekonecnd (je to podprostor vymezeny
nerovnicemi z definice CE). Budeme z této mnoZiny vybirat unikdtni Pareto efektivni profil, ktery ma

CE vlastnost. To znamend, Ze maximalizujeme souhrnny uZitek Z(s) v CE profilu Z:

MAX : Z = n(s)Z(s)

seES

Z(s)=> w;-Uis)

i€Q
Teoreticky mtizeme vliv hrac¢a vdhovat néjak vhodné zvolenymi koeficienty w;, ale pokud hraci
nejsou silné nesymetricti, nebudou mit tyto koeficienty valny vliv na volbu profilu. Proménné v této

LP-tloze budou pravdépodobnosti jednotlivych profili hry:
n(s) € (0,1);Vs € S
Omezujici podminky (constraints) jsou dany principem pravdépodobnostniho charakteru CE:

Zw(s) =1

ses

A dalsi omezeni jsou dany matici uzitkl (obecné):

'Dostupny na http://perchta.fit.vutbr.cz/CE-Solver/
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Matice G je definovéna takto:

e Rédky matice G jsou indexovany i, j, k, kde i € Q, j, k € S;. Matice G M4 tudiz Zf\;l |S;| -
(|S;] — 1) Fadka.

e Sloupce jsou indexovany strategickymi profily, je tudiz S sloupct v matici.

e Prvek matice G, ;;, v profilu s € S je dan:

Gi,j,k(s) _ Ui(j,5-i) = Ui(k,s5_5) si=]
0 Jjinak
Resime LP-tilohu s proménnymi 7(s) a omezujicimi podminkami (3 ¢ 7(s) = 1,G - 77 > 0).
Maximalizujeme Z. Vysledkem je naplnéni proménnych 7(s) pravdépodobnostmi profild. DiileZité
Jje si uvédomit, Ze tento postup vypoctu vyhodnocuje jedno Pareto efektivni CE. Neni tudiz pravda, Ze
existuje pouze jedno CE a to je jednozna¢nou odpovédi na otdzku “’co hraci udélaji?”.
Tento algoritmus nijak neni omezen po¢tem hracd nebo jejich strategii — pouze vyslednou Casovou

a pamé&tovou slozitosti.

Demonstracni priklad vypoctu CE

M¢éjme zadanou hru:

AB| ¢ d
a | 10,2 ]84
b 54 |73

Jeji profily jsou

S = {(a7 C)’ (CL, d)v (b7 C)’ (bv d)}

G-matice (fadky modeluji mozné deviace hraca, sloupce jsou vSechny profily ve hie):

j—kls| ac | ad | bc | bd
a—b 5 |1

b—a -5 | —1
c—d | =2 1
d—c 2 -1
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Maximalizace Z = Y _o7(s)Z(s). Systém nerovnic G - 7" > 0 je ndsledujici:

5m(ac) + m(ad) >
—5m(be) — w(bd) >
—27(ac) + m(be) >
27(ad) — 7(bd) > 0

Druha nerovnice jasné vede k m(bc) = m(bd) = 0. Z toho plyne: —2m(ac) + 0 - w(bc) > 0 plati
pouze pro 7(ac) = 0.

Zbyva w(ad) > 0 A Y 7w(s) = 1, tzn. w(ad) = 1. CE v této hie je tedy vektor (0,1,0,0).
Monohothelnik v pravdépodobnostnim prostoru feseni je tedy pouze singleton obsahujici bod (0, 1,0, 0).

Hra ma tedy unikétni CE, které je soucasné unikatni PNE.

6.4 Princip CE obecné — analyticky efekt G-matice

Mnozina nerovnic G - 77 > 0 modeluje hré¢ovy tendence pfechdzet mezi strategiemi. Pokud je
fadek G, ;i(s) cely zaporny (resp. G ;(s) < 0;Vs € S asouasné Is € S : G;;x(s) < 0), pak
strategie k striktné dominuje nad j (pfechodem z j na k se zhor$i hracuv uzitek). Pokud je fadek
nulovy, pak jsou strategie ekvivalentni. Takovy fddek miZe byt z LP-constraints vypustén, nebof
nema zadny efekt. Pokud existuji kladné i zaporné koeficienty G; ; x(s), pak nelze nic o strategiich
7, k tict. Pokud existuji pouze kladné a nulové koeficienty, pak strategie j slabé dominuje nad & (nelze
fict, Ze dominuje striktné).

Matice G zde vystupuje jako zajimavy analyticky néstroj s velmi jednoduchou datovou strukturou.

V nésledujicim algoritmu této vlastnosti vyuZijeme pro iterativni eliminaci dominovanych strategii.

6.5 Optimalizovany vypocet CE ve hre (Hruby, 2008)

Tento algoritmus byl vyvinut pro vypocet CE ve vicehrd€ovych hrich s mnoha strategiemi. Pub-
likovan byl ve formé volné Sifitelného nastroje pojmenovaného CE-Solver. Nastroj Ize vyuZit pro
vypocet CE v zadané hie nebo pfinejmensim k redukci prostoru profilti hry na mensi hru (vede pak
na mensi LP-dlohu). Specificky je nastroj vyhodny v téch situacich, kdy uZzitky hraca v profilu s
nejsou predem znamy (jak to obvykle popisujeme tou matici uzitki), ale je nutno je na pozadani
vypoditat n&jakou funkci, zde referovanou jako cellModel(s). Pokud vypocet této funkce neni z
hlediska ¢asové naroCnost algoritmu trividlni, je nutno se zamyslet nad poctem volani cell Model,
které musime pro dokonceni vypoctu CE absolvovat.

Mé&jme hru T’ = (Q; {Si }icq; {Ui }ic) a pocitatovy model (proceduru) cell Model : S — RY pro
vypocet uzitkt U(s) := cellModel(s). Pfedpoklddejme, Ze vypocet cellModel(s) je hlavni asovou
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zatézi na vypocet. Chceme omezit pocet invokaci cell M odel na minimum, tzn. hleddme minimalni

S, C S potfebnou pro vyhodnoceni CE. Sestavujeme redukovanou hru, tzn. redukovanou .S, C S.

6.5.1 Redukce G-matice v nasem prikladé

Postup redukce je popsin na obrazku 6.1.

’ \ac\ad\bc\bd‘

a—b| 5 1

b—a -5] -1
c—d| =2 1
d—c 2 -1

Radek b — a je cely zdporny, tudiZ strategie b je striktné dominovand strategii a. Dal$i vypoéty v
profilech bc a bd jiz nebudou vyzadovany.

| | ab | ad |
a—bl| 5 1
c—d| =2

d—c 2

V tomto kontextu redukce hry vypadava fddek ¢ — d a s nim i profil ab.

a—b| 1

d—c| 2
Zbyva pouze profil ad a tim i eliminace kon¢i s vyhodnocenym ekvilibriem (dle pfedchozich
poznatkd je ekvilibrium neeliminovatelné pfi eliminaci striktné dominovanych strategif).

Figure 6.1: Iterativni eliminace dominovanych strategii v ptikladu CE-Solveru
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