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Chapter 1

Repeated games

1.1 Uvod

V predchozich kapitoldch jsme se zabyvali riznymi formami nekooperativnich her, tedy her, kde hraci
nechtéji, nesmi nebo neumi kooperovat. Koncepce nekooperativnich her prosté ve svych pravidlech
hry nepfipoustéla vyjednidvani a omezovala se pouze na individudlni racionalitu.

V kooperativnich hrich jiz byla moznost vyjednavat pripusténa. Predpokladdme vSak stéle, Ze
hraci pfi dosazeni dohody o kooperativnim profilu svij slibeny tah musi splnit. Kooperativni hru
jsme chépali stéle jako jednotahovou a musela byt tehdy zavedena divéra v plnéni zavazk.

Nekooperativni profil je v redlnych situacich mnohdy neefektivni v porovnani s kooperativnim
profilem, ale individudlni racionalita prosté kond svoje dilo. Pfipomeinime napiiklad slavné Véziovo
dilema a jeho aplikace v redlném Zivoté (zbrojeni, zbyte¢né investice do reklamy, mezinarodni dohody
a podobné). V této kapitole si ostatné Véznovo dilema opét vypujcime pro demonstraci nasledujici

mySlenky.

Pokud se strategickd interaktivni situace opakuje, zaCnou si hra¢i uvédomovat, zZe je lepsi

kooperovat — tj. oZelet moznost kratkodobého zisku a doufat v dlouhodoby profit.

Toto poznéni hezky dokumentuje vesela pithoda ze Zivota HodZy Nasredina'.

HodZa Nasredin byl zndmy muslimsky filosof a humorista. Jednou prisel do ldzni, ale lazebnik
ho odbyl Spatnymi sluzbami. PFi odchodu 7 ldzni HodZa zaplatil velkou minci. PrFi pristi ndvstévé
se lazebnik prekondval, ale HodZa pri odchodu zaplatil malou minci. Lazebnik se divil: ”HodZo,
posledné jsi zaplatil hodné za ... sluzby a za dnesni (lepsi) sluzby mdlo. Pro¢?”. HodZa odpovédél:
”Posledné jsem platil za dnes a dnes jsem platil za posledné.”.

Pokud lazebnik pochopil HodZovu strategii v opakované hie "navstéva lazni”, pak budou od toho

okamZiku oba hrét kooperativni profil.

1 eonid Solovjov: Nasredinova dobrodruzstvi, Nakladatelstvi Svoboda, Praha, 1976



Neni proto divu, Ze ndim opakované hry umoziuji modelovat socidlni normy, vliv "trestu” na dalsi
opakovani hry a pfirozen¢ vnucenou spolupraci. Uvidime, Ze kooperace v opakované hie je vysledek
raciondlni vivahy hrdce. Ve hrach prosté neocekdvame filantropické chovani?, ale sobeckost, kterou
jsme si jiz difve vysvétlili jako ryzi individudlni racionalitu.

Pro herni teoretiky je pochopitelné vyzvou matematicky modelovat tento fenomén a nésledné
odvodit konkrétni podminky, za kterych ryzi individudlni racionalita jedince vede k jeho koopera-
tivnimu jednani.

TakZe nyni pfedpokladejme strategickou interaktivni situaci — budeme ji nazyvat bdzovd hra (angl.
stage game). Hraci zvoli své tahy a obdrZzi vysledek hry, ktery si samoziejmé uvédomuyji a, jak budeme
dale predpokladat, si vysledek hlavné zapamatuji. Pokud nejsou spokojeni s vysledkem a hra se ma
opakovat, tuto svou zkuSenost promitnou do svého dalSiho rozhodnuti. Nabizi se mySlenka, Ze takto
mohou konvergovat do stabilniho bodu, ktery my nazivime Nashovym ekvilibriem. Pak se nabizi
otazka, pro¢ zde mluvime o kooperativnim profilu, ktery ma vyplynout z opakovéani a nemluvime o
Nashové ekvilibriu, do kterého také hraci maji dokonvergovat bud opakovanim hry nebo ve vlastnich
uvahdch.

Z4sadni rozdil mezi opakovanim vynucenou kooperaci a Nashovym ekvilibriem je poznéni faktu
ukonceni opakovéni, 1épe fecCeno poctu opakovéni hry. Uvidime, Ze je znacny rozdil mezi hrou s
kone¢nym poctem opakovani a hrou s nekone¢nym poctem opakovani. Co miize znamenat nekone¢ny
pocet opakovani hry v nasem rozhodné kone¢ném Zivoté? Za nekonecnou opakovanost budeme
povazovat stav, kdy hraci prosté hraji navzdy a konec nevidi.

Predstavme si populdrni turistickou destinaci s velkou fluktuaci turistii. V této destinaci predpo-
kladejme restauraci, kde majitel predpoklada kazdy den naprosto Cerstvé hosty s absolutné nulovou
informaci o kvalité jeho podniku. Pak je nanejvys jisté, Ze majitel se bude snazit hodn€ “nekooper-
ovat” a nezalezi mu na vysledném nazoru hosti. Predpokladejme ovSem turistu, ktery mu hned na
zacatku ozndmi, Ze v misté setrvd mésic a kazdy den pldnuje nékam zajit na obéd a velefi. K tomuto
hostu pojme majitel restaurace Uplné jinou strategii, kterd mize mit charakter kooperativity. Host
totiZ svym ozndmenim vyslovi hrozbu, Ze uz jeho podnik nenavsti, pokud nebude se sluzbami spoko-
jen. Jeho hrozba je samoziejmé nediivéryhodna, pokud je v lokalité pouze jedna restaurace a mira
divéryhodnosti roste se stavem sluzeb v okolnich podnicich. Nikoho by ov§em nemélo piekvapit, zZe
si usly zisk vynahradi na hostove posledni vecefi pted hostovym odjezdem z dovolené.

Proto je pro nas nekooperativni hra de fakto opakovana hra s jednim opakovanim. Jeji ekvilibrium
zname z predeslych kapitol. Pokud se hra zopakuje dvakrat nebo trikrit, je to stdle stejnd nekooper-

ativni situace. Rozhodné bude hra nekooperativni ve svém poslednim opakovani. My v této kapitole

>Wikipedia: Filantropie (z fec. filein, milovat a anthrépos, ¢lovék - laska k ¢lovéku) znamend humanisticky mo-
tivovanou dobrocinnost, davani penéz, zboZi, Casu nebo Usili pro podporu obecné prospésného tcelu, zpravidla v delsim
casovém horizontu a s jasné definovanymi cili. V obecnéjsi poloze 1ze filantropii pojmout jako jakykoli altruisticky pocin,
ktery sméfuje k podpore dobra nebo zlepSovani kvality Zivota. Lidé, ktefi jsou zndmi pro své filantropické pociny, se

nékdy nazyvaji filantropové.



uvidime vliv nekone¢ného opakovani. Aby ovSem toto mélo né€jaky smysl, musi si hra¢i pamatovat

pfedchozi vysledky — toto bude druhy parametr opakovani.

1.2 Opakované véznovo dilema

Pro ucely této kapitoly budeme dilema véznii Johna a Petera prezentovat odlisSnym zpisobem (obrazek
1.1), ktery je ovSem strategicky ekvivalentni s predchozim zdpisem uzitkové matice. Strategii C'

budeme oznacovat kooperativni strategii (nevypovidat) a strategii ) nekooperativitu (zradu spoluvézné).

C D
C| 1,1 |-1,2
D|2-1]|00

Figure 1.1: Bdzova hra Véznova dilematu

Opakovanou hru lze vyjadrit jako nadhru bazové hry. M4 proto také svoje strategie, néco jako

dlouhodoby plén chovani. Pfedpoklddejme nyni strategii (nazvanou grim trigger strategy):
e Hraju C tak dlouho, dokud druhy hraje C'.
e Pokud druhy zahraje D, od této doby hraju navzdy D (trest).

Pokud nékdo zahraje D, kratkodobé ziska zisk 2, ale v dalSich hrach uz jenom O (namisto ko-
operativntho 1). To znamend, Ze pro raciondlné (citlivé k budoucnosti) uvazujicitho hrace je zisk
(1,1,1,1,...) dominujici nad (..., 2,0, 0, ...). Stejné jako pfedpokldaddme dplnost informace v bazové
hte, pfedpokladame i Gplnost informace v opakované hie — hraci proto navzajem znaji své dlouhodobé
koncepce (strategie nadhry).

Dalsi jiné priklady strategii v opakované hre:
e Vzdy budu hrat strategii x.

e Budu hrét strategii, kterou v pfedeSlém kole hral souper.

e Budu hrat kooperativni strategii. Pokud mé souper zradi, budu ho trestat po dobu % kol hranim

nekoop. strategie, a pak budu hrat opét kooperativni strategii (trest a odpusténi).

Strategie ”vzdy budu hrat C” je tedy best-response na grim trigger strategy. Tato strategie je NE

v opakovaném Véznové dilematu. Strategie (D, D) ovSem taky.



1.3 Preference a ocekavany uzitek v opakované hre

Kazdy hrd¢ ma v kazdém kole ¢ hry uzitek U;(s") vznikly z hrani profilu s € S, a definuje ohodnoco-
vaci faktor (angl. discounting factor) ; € (0, 1), kterym ohodnocuje postupné vyhry pii hrani profilt

(st, 82, ..., 1),

T
Ui(s') + 8iUi(s%) + .. + 6] U(sT) =Y 017" Ui(s")
t=1

Pozor, ¢! je t—mocnina ¢;. Interpretaci ohodnocovaciho faktoru miZeme chépat jako hledani
balance mezi dnesnim piijmem a zitfejSim. Pfi § = 0.5 fekneme, Ze hra¢ vnima dnesnich 100 penéz
stejnou hodnotou jako zitiejSich 200 penéz.

Co znamena faktor § ve svych extrémnich stavech?

e Pokud je §; blizko 0, hrac 7 je velmi necitlivy k budoucnosti a naopak.
e Pokud je 9; = 0, pak hrac ¢ nevi o budoucnosti (jednotahova hra).

e Pokud je ¢; blizko 1, hra¢ 7 vnima budouci zisky stejné intenzivng€ jako ty dnesni. Pokud by byl
faktor 6; = 1, pak by byl jeho zisk v nekone¢nych hrach nekone¢ny (nekonvergoval by) a proto

tuto hodnotu vyjimame z oboru hodnot faktoru.

Notace: Budeme nadale klast ; = 9; Vi € Q.
Nyni chceme ohodnotit posloupnost ziski a vyjadfit ji jednim Cislem. Pomoci ného budeme
porovndvat posloupnosti ziskd (preference nad posloupnostmi). Posloupnost W = (w!, w?, ..., w’)

ma sumu
T
V = g 5f*1wt
t=1

Existuje nyni takové ¢islo ¢, Ze by byl hra¢ indiferentni mezi posloupnosti W a posloupnosti ziskil
(c,c,...)?

Suma nekonec¢né posloupnosti (c, c, ...) je %5 (suma geometrické fady). Hra¢ je indiferentni mezi
W a(cc,...), pokud ¢ = (1 — §)V. Proto nazyvame hodnotu m; = (1 — §)V jako pramérny zisk

hrace, tzn.
T

m = (1-=19) Z5f_lwt

t=1

1.4 Definice opakované hry

Definice 1. Mé&jme I' = (Q; {S;}ico; {Ui}ticq). T-krdt opakovand hra T'" s bazovou hrou T' a ohod-

nocovacim faktorem § je hra v rozsivené formé s dokonalou informaci a soucasnymi tahy hrdcu, kde:
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mnoZina termindlnich historif je mnoZina sekvenci (s', s*, ..., s) profilit hry T.

p(h) = Q pro v§echny historie h = (s*,s%,...;s") (Vt € {1,...,T — 1}).

A;(h) = S; pro vSechny historie h = (s',s?,...,s") (Vt € {1,...,T — 1}).

kazdy hrdd i ohodnocuje kazdou termindlni historii (s', s2, .... sT) dle svého primérného zisku
y .] ) ) ) p

(1=0) 3, 0" Ti(s").

Nekonecné opakované Véznovo dilema

Vratime se k Vézinoveé dilematu na obrazku 1.1 a na ném ukaZeme vliv opakovani na chovani hracu.

Pokud se Véziiovo dilema hraje se 7T'-krét, kde 7" je:
e T = 1, pak je ve hie jasné nekooperativni ekvilibrium NE = (D, D).

e 7' > 1aT je konecné, zpétnou indukci ziskdme SPNE (Subgame Perfect NE), které je opét
NE = (D, D).
Jak se pristup ke hfe zméni, pokud se situace opakuje co-krat?
Proposition 1. Je-li § >
SPNE (C,C), které se hraje v kaZdém tahu.

, pak md oco-krdt opakované Véziiovo dilema (dle predchoziho zaddni)

Proof. Predpokladejme grim trigger strategii.

Pokud hré¢ i bude hrit stéle C, je jeho zisk (1—§)[1+0d+82+...] = 1. Zahraje-li D v libovolném,
napf. prvnim, tahu, pak je jeho zisk (1 — ¢)[2+ 0+ 0+ ...] = 2(1 — §). Pokud je = 3, pak je to
srovnatelny zisk, pokud § > % pak je horsi.

O]

Piié > % tedy raciondlni hra¢ pochopi, Ze je raciondlni hrit kooperativni strategii. Nikdo ho k
tomu nemusi nutit, hrd¢ vnima ztratu pfi trestani protihrd¢em a je citlivy k této budouci ztraté — jeho

citlivost k budoucnosti je dostatecné velkd, aby ji dokédzal ve své ivaze zaznamenat.

1.5 Folk theorems

Folk theorémy? jsou skupina vét (solution concepty) v opakovanych hriach. V opakovanych hrich
ukazuji, Ze kterykoliv vysledek hry je dosazitelné feSeni, jestli je pro hrace alespon tak dobry jako
jejich minimax zisk. Také mzeme fict, Ze Folk theorémy ukazuji, za jakych okolnosti jsou hraci

schopni dosdhnout spole¢né zvoleného profilu.

3R. B. Myerson, jeden z nositeld Nobelovy ceny (za Mechanism design) preferuje nazyvat Folk theorémy jako General
feasibility theorems. Nédzev Folk theorémy stdle ovSem pretrvava.

6



Definujeme nyni minimax zisk hrace. Ten predstavuje piijatelné dno ziski ve hie a tedy jakousi

socialni normu.

Definice 2. M¢&jme hru I’ = (Q;{S;}icg; {Ui}icq). Minimax zisk hrdce i € Q) ve hie I je:

w= iy (omox U5

S_;€8_; $;€S;
hrace 7). Predpokldddme, Ze hraci jsou schopni si kolektivné uvédomit miru piijatelného vysledku

hry (feasible outcome).

Definice 3. Rekneme, Ze vyplami vektor v € RY je strikiné individudiné raciondlni, pokud plati pro

vSechny hrdce i € Q) : v; > v;.

Vyplatni vektor v je uZitkovy vektor v néjakém profilu s € S, kde vSichni hraci ziskavaji vice,
neZ jsou jejich globalni minima ve hie. Takovy profil se mize stat predmétem dohody mezi hraci
a byt tim kooperativnim profilem, ktery se hrac¢i dohodnou spole¢né hrat. Jaké jsou vsak ty trestaci

strategie hraca?

Definice 4. Minimax strategii proti hrdci i nazveme sub-profil m" ; (ve dvouhrdcové hre strategii

protivnika), kterd hrdci i prinese v;. Je to:

7; .
m' . €arg min |maxU,(s;, s_;
v g S_i€S5_; |:Si€S¢ Z( v 7'):|

Plyne z toho, Ze BR;(m",;) = s takovd, Ze U;(s}, m" ;) = v;.

Dopliime, 7e V* C R” je mnoZina piijatelnych (stejnych jako v;) a striktn€ individudlné raci-
onalnich ziskd. Folk theorems ukazuji, Ze pokud jsou hraci dostate¢né citlivi k budoucnosti (maji
dostate¢né vysoké 9;), pak jsou schopni dosahnout libovolného dosazitelného stritné¢ individualné

racionalniho zisku formou NE — tedy pouhou racionalitou bez “silovych zasahti” do konani hraca.

Véta 2 (Folk theorem). Pro vSechny v = (vq,vs,...,uy) € V* existuje § < 1 takové, Ze pro vsechny
d > 9, existuje NE v I'*(0) s vektorem ziskii v.

Uvédomme si nejdiiv silu tohoto vyroku: absolutné vSechny profily hry jsou pro hrace dosaZzitelné
(jsou schopni se na nich dohodnout a pak je vymdhat). Jesté 1épe: pro vSechny profily ve hie existuje

0 < 1 takové, Ze jsou tyto profily vymahatelné.

Proof. Predpokladejme nejdiive, Ze existuje profil s = (s;);eq takovy, Ze U;(s) = v, (vi)icqg € V*
(jinak bychom museli zavést smiSené strategie, jde to, ale to bychom si to zna¢né zkomplikovali).

Zavedeme si trigger strategii:

1. Hrej od nultého kola s; tak dlouho, dokud protihra¢ hraje s_;. Pokud protihrac(i) vyboci, presun

se do stavu 2.



2. Hrej uz jenom m{ (strategie, ktera garantuje v; hraci 4, ktery vybocil).
Pokud hraci hraji kooperativné, maji ve he zisk v. Hrac ¢, ktery vyboci v kole ¢, aby ziskal
U; = BR;(s_;), ziskd maximdlné:
(1=0) [vs+6vi+ -+ 6 v + 60+ 6™y + 6Py + -+ ] =

Nekonecnou posloupnost po¢inajici kolem ¢+1 nahradime jejim souctem. Ve vyrazu ndm zistavaji
tfi hlavni prvky zisku hrace ¢, ktery v kole ¢ zradi: 1) zisk za obdobi do kola ¢, kdy hraci kooperovali,

2) zisk hrace v kole, kdy zradil a 3) zisky hrace, ktery je aZ do konce vécnosti trestan.

Sty

ik

= (1 =)+ v+ -+ 0" v + 07 +

— (1= 6)vi + (1= 8)[dvs + -+ 6 ] + (1 = 8)8'5; + 6"y

Druhy ¢len:

(1—=0)[6v;+ -+ ] =v(1+0+--+ 61 —0—0%—-- +6) = v;(6 — )
Prvni a druhy ¢len:

(1 — 5)1)@ + U,L((S — 5t) = V; — (S’Ui + (S'Ui — Ui(st = UZ(l — 5t)

Celkové (zisk hrace 7, ktery v kole ¢ vybocil z kooperativniho profilu):

= (1= + 0" (1 — &)v; + 6oy

Aby navrhovana strategie (tzn. hrat kooperativné) byla optimalni, musi platit, Ze v; je slab& lepsi

neZ prumérny zisk ve hie, kdy v kole ¢ hrac zradil:

v; > (1= + 6 (1= §)v; + 0"y

v; > v; — 0'v; — T; + 60; — duy]

v; > v; — 6'v; + (6 — )77 — 0]
Protoze 0 € (0, 1), pak toto bude platit, pokud:

8



Ptrelomova hodnota, pfi které jsou ob€ strany nerovnice stejné, je:

0 = max {vi — v,}

i€Q | v; — vy

A zbyva nam ovéfit, Ze ) < 1 a tudiZ odpovida definici ohodnocovaciho faktoru:

U <0 <0 =0 -0 <0 v =>0<1

Pro vSechny 0 > ¢ je raciondlni hrat zvolenou strategii a neuhybat. Resp. pfi 0 = ¢ je deviujici
hra¢ na stejném zisku, jako by kooperoval, pfi 6 > ¢ ma striktné hors{ zisk.
]

Tento Folk theorem ukazuje, Ze pro jistou miru paméti (nebo citlivosti k budoucnosti) je protihracé

raciondlné nucen ke kooperativni strategii.

Priklad
L R
U | 6,6 0,-100
D| 7,110,100

NE = (D, L), vi =0, v, = 1. Minimax strategie hrace 2 je hrit R.
Nash Folk Theorem pfipousti hrani (U, L) = (6,6), ovS§em hra¢ 2 mus{ hrat R kdykoliv hra¢ 1
uhne (a to je znacné bolestivé).

U.
5i: : - - =
- v-vy 7-0 7

Pro ohodnocovaci faktory 6 > % je jisté, Ze hraci budou racionalné nuceni hrét profil (U, L).

Hracam zbyva presvédcit své protihrace, Ze jsou této citlivosti k budouctnosti schopni.

1.6 Jak lidé hraji v opakovanych hrach

Podle laboratornich experimenti* 1idé hraji v opakovanych véziiovych dilematech kooperativngji, nez
by se o¢ekavalo. Dokonce i u kone¢né€ opakovanych hrach. Jak si to vysvétlit, kdyz teorie predpoklada
u kone¢né opakovanych her nekooperativni jednani? Vime, Ze lidé jsou konfrontovani s matici zisk,
ale to neni jejich vesSkery uzitek. DalSs{ slozky uZitku prameni ze socidlnich preferenci.

Typy sociélnich preferenci lidi:

e Altruismus — maji uZzitek z toho byt hodni na druhé.

4Cerpdno z prednaiek Asu Ozdaglara



e Férovost — maji uZitek z toho byt fair na druhé.

e Pomstichtivost — 1idé radi trestaji ty, co vyboci z férovosti nebo jinych socidlnich norem.

Jaky je tedy zavér ze studia opakovanych her? Je dobré ctit altruismus a férovost, ale jediny divod,
pro¢ dosahujeme stability v kooperativnim profilu je trestani protihrace, ktery uhne z kooperativniho

profilu.
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