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Chapter 1
Mechanism design

Do tohoto okamziku jsme méli moznost studovat modely hernich situaci, které se fidily néjakymi
pfedem znamymi pravidly. Prosli jsme nekooperativni hry vSech forem, vyjedndvani a kooperativni
hry. V Mechanism designu se celd uloha oto¢i. Cilem Mechanism designu (Cesky snad Navrhu
pravidel) bude navrhnout pravidla situace, ve které se posléze budou pohybovat strategicti hraci sle-
dujici vlastni cile. Pravidla budeme navrhovat s ohledem na to, aby se hraci chovali vlivem vlastni
racionality tak, jak si pfejeme, aby se chovali. Typicky budeme poZadovat, aby hraci byli racionalitou
nuceni nam sdélit své tajné preference tykajici se véci, o kterou se hraje.

Mechanism design je velmi Siroky pojem zasahujici do oblasti ekonomie, socidlnich véd, ale i

informatiky. Zejména fesi problémy:
e Ekonomickych mechanismi v§ech forem — trh, vybérovych fizeni, ...
e Elektronickych forem obchodovani.
e Aukci.

e Veiejnych rozhodnuti, napiiklad volebnich mechanismu.

V THE se zaméfime na oblast Teorie vefejné volby (Social/Public choice) a Teorie aukei (Auction

theory).



Chapter 2
Teorie verejné volby

Teorie verfejné volby se netykd pouze volebnich mechanismi do riiznych vefejnych funkci (prezident,
predseda, zastupitel, parlamentni poslanec). Véc volby vnimé obecné jako rozhodnuti o zvoleni al-
ternativy a z mnoZziny moznych alternativ A, ktera je spole¢nosti — tedy mnozinou voli¢i — vnimana
jako vefejné a spolecCensky optimalni volba.

Spolecnost zde vystupuje jako (obvykle kone¢na) mnoZzina volicu (), kde jednoho z voli¢ti budeme
tradi¢né oznacovat ¢. Kazdy voli¢ vzdy, jako kazdy raciondlni hrac, sleduje svoje individudlni pref-
erence a tim i svou individudlni racionalitu. Pokud je spolec¢nosti voli¢li zvolena jeho preferovana
alternativa, citi z toho jakysi uzitek. Cilem volice je tedy dosdhnout stavu, kdy spole¢nost bude

preferovat (zvoli) jeho preferovanou alternativu.

2.1 Vétsinova volba a preference volice

Predstavme si situaci, kdy mnoZzina voli¢t stoji pfed problémem spole¢né volby jedné alternativy z
mnoziny A. Tim problémem je zvolit mechanicky postup takovy, aby zvolend alternativa odpovidala
skuteCnym preferencim spole¢nosti. Jinak feceno, otdzkou je jak ty volby provést.

Tradi¢ni metodou (mechanismem) je vétsinovd volba. Volici zvoli svou alternativu a tu ohlasi
nezavislému arbitrovi ve formé svého hlasu. Arbitr secte hlasy pro jednotlivé alternativy a ohlasi
alternativu a* € A, ktera ziskala nejvice hlasu.

Zkoumejme tuto situaci nejprve s dvéma alternativami, tzn. |A| = 2. Volby mohou skoncit jasnou
vétsinou pro jednu alternativu nebo nerozhodné (pocty hlast pro alternativy se rovnaji). Jasna vétSina
vede k jasné volbé a mechanismus vétSinové volby je pak idedlnim volebnim mechanisme. Problém
miZe nastat, pokud volby skon¢i nerozhodné. Myslenka volby zopakovat nevede ke koncepénimu
feSeni, nebot nemiizeme ocekdvat, Ze na druhé kolo voli¢i zméni své preference. Je nutno se vyrovnat
s faktem, Ze volby vzdy nemusi skoncit jednozna¢nym vysledkem.

M¢jme nasledujici priklad na obrazku 2.1. Tabulka na obrazku prezentuje preference tii volica

I = {iy, 19,43} nad alternativami J, K, L. Voli¢ i; ma tedy preference J >; K =; L. Pfi vétSinové



volbé zvitézi alternativa J.

Preference/VoliCi: | i1 | 1o | 23
1. J|J K
2. K|L|L
3. L|K|]J

Figure 2.1: Ukézka preferenci volicii ve volbach

S poctem alternativ (kandidatil) se pravdépodobnost na nerozhodnost vysledku zvysSuje. Navic s
vysledkem vznikaji i protesty té€ch volict, jejichZ alternativa neni vybrana ve vétSinové volbé. Méjme
100 volicu a tii alternativy se ziskem hlasti a = 40, b = 32 a ¢ = 28. Pro¢ by méla byt zvolena
alternativa a, kdyz si ji 60 volict (tedy vétSina) nepieje?!

Miuzeme systém voleb vylepsit duely alternativ jako pfi fotbalovém Sampionatu. Tim zdanlivé
prevedeme problém volby mezi vice alternativami na problém volby mezi dvéma alternativami. Voli¢tim
bude poloZena otazka, zda-li preferuji a nebo b. Voli¢tim alternativ a a b bude otazka jasnd, jak ovSem
na ni zareaguji volici alternativy c?

Pripomenme zakladni pfedpoklad pro smysluplnost preference hrace: preferen¢ni relace musi
byt duplna a tranzitivni. Volici alternativy ¢ musi mit tedy nazor na preferenci mezi a a b. Vznika tak

preferencni relace kazdého volice.

Notace pro teorii verejné volby

Zavedli jsme mnozinu alternativ A a mnozinu voli¢i (). Nyni zavedeme preferencni relaci nad alter-
nativami — tato je z principu véci obecné odlisSna pro kazdého volice.

Relace slabé preference voli¢e i nad mnoZinou alternativ A necht je dpln4, tranzitivni a reflexivni
relace =;C A x A. Z relace slabé preference plyne i obvykld formulace striktni (ostré) preference >;.
Nové pro nds budou relace zohledniujici preferenci celé spolec¢nosti — - a - (tedy bez dolniho indexu

¢ oznacujiciho hrace).

2.2 Uloha volebnich mechanismi

Pii zkoumani volebnich mechanismii nas bude zajimat jednak problém zvoleni alternativy a pak
predevsim problém sestaveni celkové preference spolecnosti.

Od pocatku pfedpoklddame, Ze cilem spoleCnosti je zvolit alternativu, ktera je pro spolecnost jaksi
pfinosna a preferovana vétSinou. V Teorii vefejné volby proti sobé stoji preference jedince (a jeho
individudlni uzitek) a preference spolecnosti a s tim souvisejici vefejné blaho. Budeme predpokléadat,
Ze spolecnost chce volbou mechanismu voleb zajistit, aby byly volby spravedlivé a bez moZnosti je

manipulovat jedinci, ktefi s vétsim dirazem prosazuji svij individualni zamér. Stale predpokladame,



ze kazdy voli¢ i € ) ma jediny zptsob chovani a tim je prezentace své individualni preference ;.

Pravé prezentaci individualni preference muze voli¢ volby manipulovat, jak pozdéji uvidime.

2.3 Condorcetav paradox

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, marquis de Condorcet (markyz de Condorcet, 1743—-1794)
byl francouzsky filosof a matematik. Zabyval se volebnimi mechanismy a jako prvni poukdzal na
koncepcéni nedostatek vétSinové volby (neni odolnd proti poruSeni tranzitivity).

Jak probéhne volba v situaci zobrazené na obrazku 2.2? Rekneme, Ze vitéz by mé&l byt schopen

zvitézit v duelu s kazdym protikandidatem. Tady jsou tedy ty duely:

e Duel J:K (vitéz J, dva hlasy), tzn. celek J >~ K
e Duel J:L (vitéz L, dva hlasy), tzn. celek L >~ J

e Duel K:L (vitéz K, dva hlasy), tzn. celek K > L

V prvnim kole zvitézi J, v druhém kole (J versus L) zvitézi L. Je tedy L vitézem voleb? Alterna-
tiva L zvitézila nad obéma protikandidéty, ptesto toto plati i opacné. Vitéze tedy nevidime, ke vSemu
je zmatek v celkové preferenci voli¢a: J = K > L > J.

Condorcet definoval vitéze (tzv. Condorcetiv vitéz) jako alternativu X s tou vlastnosti, Ze pro
kazdou alternativu Y je pocet volict preferujicich X pred Y vétsi, nez pocet volich preferujicich YV
pred X. Z principu tohoto mechanismu vSak Condorcetiiv vitéz nemusi vZdy existovat, tzn. volby

mohou skoncit patem.

2.4 Strategicka manipulace volebnich mechanismi

Na obrazku 2.2 je zobrazena jind volebni situace. Situace vede ziejmé k patovému vysledku voleb,
nebot z4dn4 alternativa nezvitézi v duelech nad vSemi zbyvajicimi. Pokud si naptiklad hra¢ 3 tuto
situaci uvédomi, mizZe do voleb zasdhnout manipulaci své preference. Vychazime z jeho pravdivé
preference K >~; L >; J, ze které je vidét, Ze se miize obavat zvoleni alternativy ./, jeho preferovana
alternativa K neni ve spoleCnosti dostatecné preferovand, ale L je stdle lepsi nez J. Kdyz tento
strategicky hrac spole¢nosti bude prezentovat svou preferenci strategicky zmanipulovanou, tzn. L >;
K >; J, dosahne zvoleni alternativy L, kterd je pro néj stale jeSt€ pfipustnd. Tento postup je vSak

spoleCnosti povazovan za Spatny.



Preference/VoliCi: | i1 | 1o | 23
1. J|L|K
2. K|J|L
3. LI K|]J

Figure 2.2: Ukézka preferenci volicii ve volbach II.

2.5 Mechanismus Borda count

Jean Charles de Borda (1733 — 1799) kritizoval volebni mechanismy ve Francouzské akademii podobné
jako Condorcet. Navrhl rozdélit “body” kandidatim: kazdy voli¢ pfidéli |A| svému prvnimu kan-
didatovi, |A| — 1 druhému, ..., jeden poslednimu. Vitéz je kandidat s nejvyssi sumou bodi. Zd4 se to
jako idedlni metoda. Mnohdy vede k fesent, je ovSem strategicky manipulovatelna.

Condorcetova metoda tudiZ mize porusovat tranzitivitu a Bordova metoda porusuje nemanipulo-

vatelnost.

2.6 Formalni zavedeni volebnich situaci

Nechi A je mnoZina alternativ. Budeme formalizovat obor hodnot viech moZnych preferenci.

Definice 1. Méjme mnozinu alternativ A. MnoZina R obsahuje vSechna moznd uspordddni na mnoZiné

A (je izomorfni s permutacemi na A).

MnoZina R je principem totoznd s S; ve strategickych hrach. Strategii hrace-volice je volba jeho
preference, kterou bude spole¢nosti prezentovat. Pochopitelné, jedna z nich je ta jeho pravdiva pref-
erence a zbylé jsou mozné manipulace. Podobné RY je principem totoznd s mnoZinou strategickych

profilti S ve strategickych hrach. Tudiz potiebujeme zavést pojem profil preferenci:

Definice 2. Méjme mnoZinu alternativ A a n voli¢i. Profilem p uspordddni preferenci budeme
rozumét usporddanou n-tici

p=(R'R* . R")eER"

Jeden profil p reprezentuje jednu moZnou situaci, ktera miiZe u voleb nastat. Je to vektor konkrétnich
prezentovanych preferenci voli¢d. V nasledujicim odstavci zavedeme formalné funkci, ktera na

zadany profil sestavi spoleCenskou preferenci nad alternativami.

2.7 Funkce spole¢enského blahobytu (Social welfare function)

Jadrem volebnich mechanismi je tak zvana funkce spolecenského blahobytu. V literatuie se obje-

vuje také pod ndzvem Social Agregation Function nebo Preference Agregation Rule. Tato funkce
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je matematickym modelem volebniho mechanismu — je to program, ktery na zadany vstupni profil
preferenci voli¢li vyhodnoti, jaka je celkova preference spolec¢nosti. My budeme tuto funkci zkoumat
jako modelového predstavitele volebniho mechanismu. PfedevSim budeme zkoumat jeji vlastnosti a

tedy i vlastnosti volebniho mechanismu, které u spravedlivych voleb o¢ekdvame.

Definice 3. Funkci spolecenského blahobytu (social welfare function) budeme rozumét funkci
F:R"—>R

Funkce F' je mechanickym arbitrem (fidi se pravidly), kterd na zadané preference volicl ses-
tavi preferenci celé spolecnosti (zdklad pro volbu optima). Nasledujici ¢tyfi podminky (tranzitivita,
nediktatorstvi, pareto optimalita a nezavislost na irelevantnich alternativach) jsou idealem spravedlivych
voleb, tedy Ctyfi vlastnosti, které u funkce spolecenského blahobytu ocekdvame. V nasledujicim
textu predevsim dokdzeme (Arrow’s Impossibility Theorem), Ze nemiiZze obecné existovat funkce

spolecenského blahobytu takova, aby pro vSechny myslitelné p € R™ tyto podminky spliiovala.

2.7.1 Podminka tranzitivity

Definice 4. Funkce spolecenského blahobytu F je tranzitivni, je-li F'(p) tranzitivni pro v§echny p €
RN,

Tranzitivitu povaZzujeme za minimalni projev logiky rozhodovani (napf. pro nalezeni maxima).
Arbitr voleb (tj. funkce spolecenského blahobytu) musi byt schopen sestavit tranzitivni spoleCenskou
preferenci ve v§ech moznych situacich preferenci jednotlivct. Vime jizZ z Condorcetova paradoxu, Ze

to neni az tak garantovano.

2.7.2 Podminka nediktatorstvi

Definice 5. Funkce spolecenského blahobytu I je nediktdtorskd, pokud neexistuje v € () takovy, Ze
pro viechny p € RN a kazdé dvé alternativy x,y € A plati, Ze pokud x ~; vy, pak x = y.

Tato podminka uklada, aby zZadny hrac ¢ nezpusobil svou preferenci preferenci celku, bez ohledu
na to, co si preje celek. Zatim nemluvime o strategické manipulaci (tj. predkladani nepravdivé
preference). Uvidime, Ze s touto podminkou je zdsadni problém. Navic, diktitorem neni rozumén

»z1y ¢lovék” — prosté jsou situace, kdy rozhodnuti z4visi na jednotlivci'.

2.7.3 Podminka Pareto optimality

Definice 6. Funkce spolecenského blahobytu F' je slabé Pareto optimdlni, pokud x >-; y pro vSechny
1 € Q) zpiisobt, Ze x ~ y pro libovolné x,y € A.

'S timto souvisi pojem volebni moci/sily (angl. Voting power)
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Tato podminka je velmi pfimocara: pokud si kazdy zv14st preferuje = pred y, pak i celek preferuje
x pred y. Existuje jesté striktné Paretovskd optimalita v teorii vefejné volby, podminka je ovSem
znacné siln€js$i (moZno dostudovat). Tzn., slabé/silné Paretovska optimalita v tomto piipadé nesouvisi
se slabosti/striktnosti preference.

S podminkou Pareto optimality bude také problém, nebot v dikazu Arrowova theoremu ukéZeme,

Ze muZe nastat situace, Ze celd spolecnost nebude schopna rozhodnout (zvolit) Zadnou z alternativ.

2.7.4 Podminka Nezavislosti na irelevantnich alternativach (ITA)

Independence of irrelevant alternatives (ITA) je pritomna ve vSech ¢astech THE posuzujicich prefer-

ence. Formalné je definovana:

Definice 7. Funkce spolecenského blahobytu F' je nezdvisld na irelevantnich alternativdch, pokud
plati pro libovolné x,y € A a libovolné dva profily p,p' € RY, Ze x =; y & x =) y pro vSechny
i € Q implikuje x = y < x > y.

Mime dva pohledy na véc: p, p’ € R, pokud v obou vSichni hra¢i preferuji « pred y, pak i celek
musi v obou pripadech preferovat x pred y. Jinak feceno, pokud v obou profilech maji hraci stejny
ndzor na preferenci na {z, y}, mély by byt ob& vysledné spoleCenské preference konzistentni v otdzce
preference mezi {z, y}. Také lze tuto podminku vylozit tak, Ze vznik nebo zanik alternativy c¢ (ktera
se pochopitelné zaradi n€kam do preferencniho sefazeni preferenci) nemuize ovlivnit preferenci mezi

a a b, tzn. pokud byla a > b, pak zavedenim alternativy c se nesmi a > b zménit na b > a.

Demonstrace poruseni ITA

Uvazujme Borda count jako volebni mechanismus (tedy specifikaci funkce spolecenského blahobytu),
ktery zpusobi nasledujici vysledky voleb danych situaci na obrazku 2.3: A — 11 bodd, D — 8 bodu,
tedy predev§im A = D.

B w0 =

ol Q| w > <
olw >
> O Qf w| <
> | Q) w| <
> Ol W QN

Figure 2.3: Priklad poruseni ITA-I

Omezime-li se pouze na alternativy {A, D}, pak podle obrazku 2.4 dostavame vysledky: A —
7 bodd, D — 8 bodd, tedy D = A. Alternativy {B,C'} jsou zde chdpany z pohledu {A, D} jako

irelevantni, presto jejich nepfitomnost zpisobi zménu vysledné spolecenské preference.
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Figure 2.4: Priklad poruSeni ITA-I

2.8 Arrow’s paradox

Theorém Kennetha Arrowa nazyvany Arrow’s paradox nebo také Arrow’s impossibility theorem je
vniman jako nejvyznamnéjsi vysledek ve spoleenskych védach. Rikd, e pii tfech a vice alterna-
tivach nelze najit spole¢enskou funkci blahobytu takovou, aby obecné pro vSechny mozné preferencni
profily zachovavala Ctyfi vySe popsané podminky pro spravedlivou volbu. Jako disledek musime
pfijmout fakt, Ze jedna z téchto podminek bude vZdy porusena a skoro si miZeme vybrat, ktera to
bude.

Véta 1 (Arrow’s paradox (Arrow’s impossibility theorem)). Je-li A konecnd mnoZina alternativ s
alespori tremi alternativami, pak neexistuje spolecenskd agregacni funkce F : RN — R, kterd je

tranzitivni, nediktdtorskd, slabé Pareto optimdlni a nezdvislda na irelevantnich alternativdch.

Existuje nékolik ekvivalentnich formulaci Arrowova theoremu a stejné tak nékolik jeho dikazu.

Predvedeme si diikaz zaloZeny na zkoumani mnoziny rozhodujici usporadanou dvojici (z, ).
Definice 8. Pro funkci spolecenského blahobytu F, je mnoZina/podmnoZina W C Q):

e semi-rozhodujici dvojici (xz,y), plati-li x = y pro vSechny p € RY, kde x =; y;Vi € W a
Y = l’,Vj € Q\W

e rozhodujici dvojici (z,y), plati-li x = y pro vsechny p € RY, kde x ~; y;Vi € W
e rozhodujict, pokud je rozhodujict dvojici (x,y) pro vSechny x,y € A.

Jednoduse feceno, rozhodnout x proti y znamena zpusobit, Ze celd spolecnost preferuje x proti y.
Zaklad rozhodovani dvou alternativ lezi v semi-rozhodujici mnoziné W C @) pro x proti y (vSimnémi

s, Ze zbytek spoleCnost preferuje pravy opak):

VMieW:z=yAVjeQ\W: y=z)=x>y
Lemma 2. Je-li F' tranzitivni funkce spolecenského blahobytu, kterd je slabé Paretovskd a IlIA, pak

W C Q je rozhodujici, pokud je W semi-rozhodujici dvojici (x,y) pro nékterd z,y € A.

Plyne z toho, Ze pokud je néjaka skupina voli¢ii semi-rozhodujici pro néjaky par alternativ (X,y),
pak je skupina rozhodujici. Pro funkce F, které jsou slabé Paretovské a IIA, skupina, kterd semi-
rozhoduje n&jaké (x,y), rozhoduje nad vSemi alternativami. Dile z toho plyne, Ze bud skupina

rozhoduje vSe nebo nerozhoduje vibec nic. Z definice, W musi byt maximalni.
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UkdZzeme, Ze bud je jednotlennd skupina rozhodujici (tzn. poru$ime nediktdtorstvi) nebo je celd
spole¢nost nerozhodujici (a tim porusime podminku slabé Paretovskosti). Celkové vzato ukdzeme, ze
stanovené podminky jsou vzijemné neslucitelné.

Je velmi diileZité znovu zddraznit, Ze zkoumame cely prostor R a vSechny mozné F. Tzn.,

diikaz zalozime na situaci, kterou lze povaZovat za hypotetickou.

Diikaz Arrowova paradoxu. Piedpokladejme kone¢nou mnozinu alternativ A, kde |A| > 3. Pro
potfeby sporu predpokladejme, Ze F je tranzitivni, nediktatorskd, slabé Paretovskd a IIA (najdeme
libovolny pfipad, kdy to neplati a tim prokdZeme spor s predpokladem).

Z predchoziho lemma plyne, Ze kazdd skupina W C @ je bud rozhodujici nebo nerozhoduje
7a4dné (z,y).

Predpokladejme dvé disjunktni mnoZziny (prazdny prunik) J, K C @), které nejsou semi-rozhodujici
pro libovolné x,y (a tim nerozhoduji viibec). Nechi L = Q \ (J U K). Protoze N > 2 a neexistuje
singleton (jednoprvkovd mnozina) {i}, kterd by byla rozhodujici, pak J,K,L mohou existovat.

Dale piedpoklddejme profil p~ € RY takovy, Ze:

Ty = 2 YieJ
zr-jaxr-;y VjEK
y=; 2=, x Vtel

Protoze J a K jsou ne-semi-rozhodujici pro jakykoliv pér, plyne z toho celkové z >~ zay »=~ z.
Pokud je F opravdu tranzitivni, znamena to navic y =~ .

Z toho plyne, Ze skupina J U K je ne-semi-rozhodujici pro (x,y), a tim Zze J U K je celkové
nerozhodujici. Sjednoceni dvou nerozhodujicich skupin tvofi tedy opét nerozhodujici mnozinu.

Z ptedpokladu nediktatorstvi plyne, Ze Zadna singleton skupina nemize byt rozhodujici.

Zavérem tedy zadna skupina volica voli¢u (véetné Q) nemize byt rozhodujici a to porusuje
predpoklad slabé Paretovskosti.

]

Nasli jsme hypotetickou konfiguraci, kdy muze nastat, Ze celd skupina () mlze byt ne-semi-
rozhodujici jeden par alternativ, coz implikuje, Ze nerozhodne nic. Jiné teorémy zjemnuji Arrowav
paradox zavedenim omezeni, ktera vylucuji takové blokujici situace. Existuji formulace dikazu Ar-

s s

row’s Impossibility Theoremu, které prokdzi existenci diktétora.

2.9 Funkce verejné volby

Zatim jsme konstruovali funkci, kterd vytvarela kolektivni preferenci. ZjednoduSime problém na

volbu jednoho vitéze (uzZ nebudeme potfebovat konstruovat kompletni preferenci).
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Definice 9. Funkce veiejné volby G : R™ — A zobrazuje dané preferencni profily na mnoZinu

alternativ.
Funkce G je funkce na mnozinu, tzn. kazda volba a € A ma preferen¢ni profil, ktery vede na a.

Definice 10. G(p) je manipulovatelnd v profilu p, pokud pro nékterého i € Q existuje profil p' =
(R, ..., Ri_1, R}, Ri 11, ...) takovy, Ze G(p') =i G(p). G je nemanipulovatelnd (incentive compatible),

pokud neni manipulovatelnd ve vsech p € RY.

Funkce vefejné volby je tedy manipulovatelnd, pokud né€ktery hra¢ ¢ miZe zménou prezentace
své preference z R; na R, dosdhnout vysledku, ktery preferuje (coZ je v definici vyse popsano jako
G(p') =i G(p)).

Stale to berme tak, Ze preference hrace je jeho strategie a profil je strategicky profil. Uzitek hrace
je dan umisténim vitéze v hraCové preferenci. Pokud hrd¢ dokdze zménou své strategie posunout

svého preferovaného kandidéta vyse k vyhte, zvySuje sviij uzitek.

2.9.1 Gibbard-Satterthwaituv teorém

Definice 11. Volic i je diktdtor v rdmci G, jestliZe pro vSechny p € RN aVb € A:b#a:a =; b=
G(p) = a. G se nazyvd diktatura, pokud existuje i takovy, Ze je diktdtor.

Zatim jsme uvazovali manipulovatelnost, coz je slabsi vlastnost nez diktdtorstvi. U manipulo-
vatelnosti musel existovat profil p’ takovy, Ze hra¢ v ramci tohoto profilu mohl manipulovat. Vedle

toho, diktator prosadi a € A v kazdém profilu p.

Véta 3 (Gibbard-Satterthwaittiv teorém). Pokud existuji tii a vice alternativy, a G je nemanipulo-

vatelnd, pak existuje diktdtor.

Co z toho plyne? MiZzeme zajistit, aby G byla odolnd proti strategické manipulaci, diktator se
vSak stejné projevi.

Zjednodusené dukaz tvrzeni: Mame mnozinu alternativ A. Pak miZeme sestrojit tranzitivni a I[TA
funkci vefejné volby, kterd zvoli vitéze v; = G(A). V dal§im kole ubereme z A prvek v; a hleddme
vy = G(A\ {v1}) atak ddl. Vytvofime tedy preferencni uspofadani v, >~ vy > ..., které je oviem
slabé Paretovské.

Dostali jsme se tak k vytvoreni spoleCenské preference (funkce spoleCenského blahobytu) a z

Arrowova teorému plyne, Ze proces musel ovlivnit diktator.
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Chapter 3
Teorie aukci

Aukce (Cesky téz drazba) je forma zobchodovéani hmotného nebo nehmotného objektu (napft. licence),
ve kterém se potkd typicky jeden prodévajici s typicky vice kupujicimi, cena predmétu zobchodovani
neni pfedem zndma a ma byt vysledkem interakce mezi kupujicimi.

Lze predpokladat, ze aukce zndme z béZzného Zivota v podobé verfejného setkani kupujicich a
prodeje né¢jakého uméleckého predmétu. V téchto filmovych aukcich miZe vzniknout u pozorovatele
dojem, Ze hlavnim cilem kupujicich je ziskat pfedmét aukce — v nékterych pripadech témér za libo-
volnou cenu. V béznych aukcich to tak samoziejmé neni — kupujici je strategicky hrac¢ jako kazdy
jiny, sleduje svou individudlni racionalitu a tou je maximalizace jeho uZitku. V podobné situaci je i
proddvajici, ktery md zdjem na maximdlnim vynosu z aukce. Situaci si pfedvedeme na aukci o jeden
dolar.

M¢éjme v drazbg jeden americky dolar (1 USD). Vyvoldvaci cena necht je jeden cent, tzn. 0.01
USD. Hrac¢i mohou v drazbé piihazovat s minimalnim povolenym pifihozem jeden cent. Lze oCekavat,
ze se drazba zastavi na urovni 0.99 dolaru nebo na jednom dolaru. U této aukce je vidét, Ze predmét
aukce ma univerzilné znamou hodnotu. Toto neni u jinych aukcich obvyklé. Ohodnoceni pfedmétu

aukce je fenoménem aukci — z pohledu kupujiciho, prodévajiciho i celé spole¢nosti'.

3.1 Uzitek z aukce

Kazdy kupujici ¢ si pfedmét aukce privatné ohodnoti na hodnotu ;. Je jeho pochopitelnym zdjmem
tuto informaci nesdélovat ani konkurujicim kupujicim ani prodavajicimu. Pokud kupujici ¢ predmét

aukce vyhraje a zaplati néjakou cenu y;, pak je jeho zisk z aukce dan

Ui = Ti — Yi

1V literatuie je popsan stav, kdy kupujici nadhodnoti pfedmét aukce, v aukci zvitézi, zaplati vysokou cenu a a% po tom
si uvédomi pravdivou hodnotu pfedmétu. Tento stav je nazyvan jako Winner’s curse (prokleti vyherce). Podobné je na
tom dilema po provedeni rozhodnuti (Post-Decision Dissonance), kdy clovek pfemysli, jestli se rozhodnul dobfe.
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Ptredpokladdme individudlni racionalitu kupujiciho, tedy situaci, kdy kupujici chce maximalizovat
svij zisk u;. Pokud kupujici zaplati ¢astku y; = z;, pak je u; = 0. Ziska-li tedy kupujici predmét
aukce za takovou cenu, tak se jeho finan¢ni bilance nezméni (nemd z ni uZzitek). Pred aukci mél
napf. 1000 pendz, predmét si ocenil na 1000 pen&z, vydrazil ho za 1000 penéz, ty i zaplatil a m4 ted
predmét, ktery si ceni na 1000 pendz. Zadna zména.

Kupujici do aukce vstupuje formou své sazky (angl. bid) b;. Je dost jisté, Ze raciondlni kupujici
nebude podévat sdzku vyssi nezZ je jeho ohodnoceni predmétu, tedy jisté b; < z;.

Prodavajici pochopitelné nezna tajna ohodnoceni x; hract (to mezi sebou neznaji ani hraci). Muze
vSak pozorovat jejich sazky b,;. Proddvajicimu je dédle jasné, Ze jeho vynos z aukce nebude u standardni

aukce vySsi nez

Revenue,a, = max[z]
1€Q

Cilem prodavajiciho je proto stanovit takovy mechanismus aukce, aby motivoval hrace k podavéni
sdzek b; takovych, aby se co nejvice bliZily jejich z;, nejlépe takovych, aby b; = z;. Je toto mozné?
Miizete donutit kupujictho odhalit jeho tajné hodnoceni predmétu aukce a sou¢asné mu dat nadé€ji na

kladny zisk? Uvidime, Ze je to mozné u tak zvanych vickreyovskych aukci.

3.2 Zakladni typy aukci

Aukce maji svou vefejnou a tajnou formu. Pfi vefejné formé aukce na sebe hraci vidi, pozoruji svoje
chovani a mohou néjak usoudit o tajném ohodnoceni x; svych protivnikd. Tajné formy aukci nejlépe
odpovidaji tak zvané obdlkové metodé (angl. sealed-bid auction). V podstaté to jsou strategické hry
v normélni formé (statické, jednotahové hry).

Na vetejné formé aukce si pfedvedeme zakladni dva typy aukci — aukci anglickou a holandskou.

Anglicka verejna aukce (vzestupna drazba)

A anglické aukce (také angl. ascending auction) se stanovi pocdtecni (vyvoldvaci) draZzebni cena a
hra¢i maji moznost postupné tuto cenu zvysSovat svymi piithozy, kterych miZe byt libovolné mnoho.
Kazdy piihoz tedy musi zvySit aktudlni draZebni cenu. Aukce se ukonci, pokud jiZ neexistuje hrac,
ktery by aktudlni draZzebni cenu svym piihozem zvysil. Hrac, ktery umistil posledni piihoz, se stava
vitézem aukce a zaplati draZebni cenu.

Z principu véci lze usoudit, Ze hraci pfihazuji, dokud je draZebni cena niZsi neZ jejich z;. Pokud
sestupné sefadime x; hrac¢t do posloupnosti

Ti, Tj, Ty -

pak hrac ¢ ziskdva pfedmét aukce za cenu z; + 6, kde 0 miiZe byt libovoln€ malé. Fakticky tak

plati druhou nejvyssi nabidnutou cenu a realizuje zisk u; = z; — (x; + J), kde J byl jeho posledn{
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pfihoz. Prodavajici se musi smifit s faktem, Ze se hrad€ovo ohodnoceni x; nikdy nedozvi.

Anglicka aukce je nejpopularnéjSim aukénim mechanismem. U anglické aukce fakticky kupujiciho
nemusi zajimat ohodnoceni z; jeho protivnikd, nebof pfihazuje do vySe svého z;. Déle uvidime, Ze
anglickd aukce je strategicky nemanipulovatelnd, tedy, hri¢ nema profit z toho, kdyZ prezentuje svoje

x; nepravdivé?.

Holandska verejna aukce (sestupna drazba)

V holandské aukci (také angl. descending auction) je situace obracend — pocateCni cena je arbitrem
aukce postupné snizovana do okamziku, kdy se jeden z kupujicich pfihlasi a cenu akceptuje. Ten se
stava vitézem aukce a tuto cenu i zaplati. Tato aukce historicky vznikla na trzich, kde bylo potieba
zbozi rychle prodat (ryby, kvétiny). Z pohledu aukci je ov§em holandska aukce velmi vyznamnd
svym vztahem Kk citlivosti na riziko hraca.

Z principu aukce je evidentni, Ze hrd¢ o v&c zacne jevit zajem az v okamZiku, kdy draZebni cena
klesne pod jeho x;. Aby maximalizoval svij zisk z aukce, musi pak nechat draZzebni cenu vhodné
dal klesnout, pritom vsak se zvySuje pravdépodobnost, Ze na cenu pfistoupi néjaky z protivniki. U
holandské aukce je proto nutné provadét zkoumani moZného ohodnoceni véci protivniky. V této aukci
hraje znac¢nou roli citlivost hrace k riziku, tedy jeho vztah mezi ziskem a dosaZenym uZitkem ze zisku.
V predchozich textech byl vztah mezi ziskem a uZitkem jiZ zaveden. Pfipometime, Ze hra¢ neutralni
k riziku vnima uzitek linedrné rostouci se ziskem, kdezto hrac citlivy k riziku (obdvajici se rizika)
preferuje niZsi ale jist€jsi zisk pred vySSim nejistym. Takovy hra¢ se v holandské aukci prihlasi diive

nez hrac s neutralnim vztahem k riziku.

3.3 Strategicka ekvivalence anglické a holandské aukce

Verejnd forma anglické a holandské aukce je rozdilnd. V mnoha ptipadech vSak prodavajici prefer-
uje tajnou (obalkovou, angl. sealed-bid) formu podavani sazek. Proto miZe byt zajimavé srovnani
vetfejnych a tajnych forem aukci.

Zavedeme si dvé formy tajné aukce: aukci s prvni cenou a aukci s druhou cenou. VZdy bude

vitézem hrac¢ s maximdlni podanou sizkou, tedy

i* = arg max[b;]

Zbyva doresit, jakou cenu hrac zaplati. V tajné aukci s prvni cenou (first price sealed-bid auction,

Ist price auction) zaplati vitéz cenu na urovni nejvyssi sazky, tedy tu svoji nabidnutou cenu. V tajné

2V pokrocilejsim studiu se miizeme zabyvat tak zvanymi false-bidders, jakymisi provokatéry v aukcich. Jejich cilem
je vyhnat auk¢ni cenu do jejich zvolené drovng. Pochopitelné Celi riziku, Ze pfedmét aukce vydrazi oni. To je ovSem
pokrocilejsi problém.
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aukci s druhou cenou (second price sealed-bid auction, 2nd price auction) zaplati vitéz :* druhou

nejvyssi nabidku, tedy

* = max |b;
i je@\{i*}[]]

Nasledujici theorém stanovi strategickou ekvivalenci mezi tajnymi a vefejnymi aukcemi.

Véta 4. Verejnd sestupnd drazba (holandskd aukce) je ryze strategicky ekvivalentni s tajnou drazbou
s prvni cenou.
Verejnd vzestupnd drazba (anglickd aukce) je slabé strategicky ekvivalenti s tajnou draZbou s

druhou cenou.

Slaba strategickd ekvivalence anglické aukce a tajné 2nd price aukce je ddna rozdilem mezi plat-
bou vyherce, ktery se 1i$i o libovolné maly piihoz nad druhou cenu, ktery musi hrd¢ s nejvySsim z;

provést, aby se stal vitézem (v tajné aukci se stava vitézem deklaraci své sazky).

3.4 Ekvilibrium v tajnych aukcich

Ekvilibrium v anglické a holandské drazbé budeme zkoumat na jejich tajnych strategickych ekvi-
valentech. Strategicky jednodus3i je tajna aukce s druhou cenou, nebof ta je oprosténa od nutnosti

zkoumat tajna ohodnoceni u protivnikd.

Véta 5. UvaZujme tajnou aukci, kde vitézem je hrdc¢ s nejvyssi podanou nabidkou. Vitéz plati druhou
nejvyssi nabidnutou cenu. Pak je ekvilibriem v situaci pro kaZdého hrdce (symetrickym ekvilibriem)

podat sdzku

Br(x) =z

Strategie podat [37,(x) pfi ohodnoceni x = z; u hrace i je strategii tvofici pro hrace Nashovo

ekvilibrium. Hrac, ktery z této strategie vyboci, nezvysi svij zisk, jak o tom v roce 1960 informoval
William Vickrey.

Véta 6. Pro kazdou sdzku by, b, ..., by a kaZdou jinou bl, nechi u; je uzitek i-tého hrdce p¥i hrani b; a
w;, je jeho uZitek pri hrani b,. Pak u; > u!.
William Vickrey (1960)

Proof. Ptredpoklddejme, Ze hrac 7 pii své sdzce b; vyhraje a zaplati (druhou nejvyssi) cenu y*. Jeho
zisk je tedy u; = b; — y* > 0. Pfi mozné manipulaci b, > y*, i je stile vitézicim hracem a u, = u,;. V

druhém piipadé, kdy b, < y*, i prohraje a v’ = 0 < w.
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Pokud hra¢ ¢ pfi sdzce b; prohraje, pak u; = 0. Pak je vitéz j € (); j # 7 se sdzkou b; > b; (nebo
lépe b; > b;). Pro b, < b; hrac i stdle prohrava a u; = 0. Pro b > b; (nebo striktné vyssi), i vyhrava

aplati y* = b;, ale jeho zisk je u; = b, — b; <0, tzn. u] < u,. O

Princip druhé ceny se stal zakladem tak zvanych vickreyovskych mechanismu a i tato aukce se
nazyva vickreyovska.
model ohodnoceni pfedmétu aukce protivniky. Pro jednoduchost si pfedstavime ekvilibrium v situaci,
kterd predpoklddd, Ze na intervalu (0,w) je hustota pravdépodobnosti ohodnoceni z; vSemi hraci

rovnomérné rozloZena (jinak feeno, vSechna ohodnoceni z (0, w) jsou stejné pravdépodobna).

Véta 7. Méjme N nezdvislych hrdcu se symetrickym privdtnim ohodnocenim x;, které je rovnomérné

distribuovdno na (0,w). Pak je symetrickym Nashovym ekvilibriem hrdt:

N -1

Bilw) = =

i

Priklad 1st price aukce

Predpokladejme tajné symetrické ohodnoceni predmétu rovnomérnym pravdépodobnostnim rozloZenim
na intervalu (0, 1). Pokud je mé ohodnoceni napt. z; = 0.8 a N = 2, pak je mij oéekdvany zisk ne-
jvyssi pro sédzku b; = 0.4, coZ dokumentuje obrazek 3.1. Pro moji sazku b; = 0.8 je pravdépodobnost

mé vyhry 0.8 a zisk nulovy. Se sniZujici sdzkou klesa pravdépodobnost mé vyhry, ale roste mozny

zisk.

by | m = pravdépodobnost vyhry
0.8 0.8%0

0.7 0.7*0.1=0.07

0.6 0.6%0.2=0.12

0.5 0.5%0.3=0.15

0.4 0.4*0.4=0.16

0.3 0.3*0.5=0.15

0.2 0.2%0.6=0.12

Figure 3.1: Oc¢ekavany zisk prikladu aukce s prvni cenou
Pokud je pravdépodobnostni model tajného ohodnoceni véci jiny, pak mutze byt ekvilibrium
znacéné slozitéjsi.
3.5 Vliv citlivosti k riziku na ekvilibrium v aukci

Zacneme zjiStenim, Ze risk-averse hra¢ v aukci s prvni cenou preferuje nizsi zisky, coZ se projevi na

jeho raciondlnich sazkach.
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Véta 8. Méjme N nezdvislych hrdcu se symetrickym privdtnim ohodnocenim x;, které je rovnomérné
distribuovdno na (0,w). Predpokldddme hrdce citlivé k riziku (risk-averse) s koeficientem citlivosti

a € (0, 1). Pak je symetrickym Nashovym ekvilibriem hrdt:

fr(x) = z°

Muze prodavajici v aukci néjak vyuzit znalosti o vztahu kupujicich k riziku? Prodavajici voli
auk¢ni mechanismus a to je jedina strategie, kterou ve hie proti kupujicim voli.

Ukéazeme, ze pokud prodavajici Celi kupujicim neutrdlnim k riziku, pak je indiferentni ve svém
ocekdvani vici volbé aukce s prvni cenou a druhou cenou. Jinak feceno, jeho ocekdvany vynos
(expected revenue) v téchto dvou formdch aukce je stejny. Dokumentuje to tak zvany Revenue equiv-
alence theorem. Dale uvidime, Ze pokud jsou kupuyjici citlivi k riziku, prodavajici dosdhne vyssiho
vynosu u aukce s prvni cenou.

Predpokladejme dva kupujici neutrdlni k riziku s privatnimi ohodnocenimi x; a x5 rovhomérné ro-
zloZenymi na intervalu (0, 1). Pak je cena placena vitézem v aukci s prvni cenou y; = max(xy/2, x2/2)
a v aukci s druhou cenou y;; = min(zy, z5).

Je moZné snadno odvodit, Ze stiedni hodnota vynosu v obou akcich je E(y;) = E(yir) = 5. Vy-
pada to tedy, Ze v téchto dvou situacich je o¢ekavani vynosu stejné. Povrzuje to Revenue equivalence

theorem:

Véta 9 (Revenue equivalence theorem). Predpoklddejme risk-neutral hrdce. Maji-li symetrické a
nezdvislé privdtni ohodnoceni predmétu aukce, aukce je standardni a zarucuje nulovou platbu hrdci
deklarujicimu nulové ohodnoceni. Pak je vynos aukce p¥i aukci s prvni cenou shodny s aukci s druhou

cenou.

Zavér je tedy jednoznacny: Hraji-li risk-neutral hraci, je jedno, zda volime 1st nebo 2st price
aukci.
A nasledujici theorém Revenue equivalence theorem dopliiuje dalS$im zjisténim: Hraji-li risk-

averse hraci, je lépe volit 1st price aukci.

Véta 10. Predpoklddejme risk-averse hrdce. Maji-li symetrické a nezdvislé privdtni ohodnoceni

predmétu aukce, pak je vynos aukce pri aukci s prvni cenou vyssi neZ u akce s druhou cenou.

3.6 Vickrey-Clarke-Groves mechanismus

W. Vickrey v roce 1961 publikoval ndvrh aukce s druhou cenou, kde ukézal, Ze je nemanipulovatelna
(hrac deklarujici nepravdivé ohodnoceni predmétu neziska vic). Clarke (1971) a Groves (1973) tuto

myslenku zobecnili do VCG-mechanismu.
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3.6.1 Notace

Predpokladejme mnozinu alternativ A. Na ni kazdy hra¢ deklaruje svou ohodnocovaci funkci

v;: A— R

Hra¢ déava funkci v; verfejné najevo, jak si ceni jednotlivé alternativy a € A. MnoZina vSech
ohodnocovacich funkei hrace je V; (je to totozné s S; u strategickych her). MuZze nam sdélit libovolny
postoj v; € V;, my chceme jeho pravdivy postoj.

Déle definujeme v = (vy, v, ..., vy ) jako profil ve hie v € V a podobné mnozinu profilda V' =
Vi x Vo x ... X Vy. Podobné chdpeme V_; a v_;.

3.6.2 Mechanismus (direct revelation)

Zacneme definici obecného mechanismu, kde vystupuje vefejné volba jedné z alternativ a s ni spojené

platby vSech hracu.

Definice 12. Mechanismus (direct revelation) je ddn funkci verejné volby f : Vi x ... x Vy — A a

vektorem plateb p1, ..., pn, kde p; : V1 X ... X Vx — R je cdstka, kterou zaplati hrdc 1.
Hra se pak odehraje v techto krocich:
e Hraci sdéli své ocenéni, tzn. postoje v; € V; vici riznym alternativam a € A.
e Funkce verejné volby rozhodne, ktera alternativa a € A se zvoli.
e Urci se pro kazdého hrace i € @), kolik zaplati — p; : V; X ... X V.

Cilem je formulovat mechanismus takovy, aby zZadny hri¢ nemohl tézit z predstaveni svého

nepravdivého postoje — tzn. aby nemohl manipulovat volbu alternativy a svou platbu do systému.

Definice 13. Mechanismus (f,p1, ..., pn) se nazyvd nemanipulovatelny (incentive compatible, strategy-
proof), pokud pro kaZdého hrdce i, pro kaZdy profil v € V a kaZdé v, € 'V, pokud vime, Ze
a= f(vi,v_;)ad = f(v),v_), pak plati

vi(a) — pi(vi, v_3) > vi(a’) — pi(vj,v_)

Téma se stale opakuje dokola: pokud hra¢ fikd pravdu, neni na tom hif nez kdyz Ize. Pfi trose

herné teoretické fantazie nam muze definice pripominat definici Nashova ekvilibria, coz fakticky i je.
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3.6.3 VCG-mechanismus

Hleddme takovou funkci verejné volby f, aby v dané situaci vybirala vefejné optimum, tzn.

* )
a" = argmax Z v;(a)
7

Definice 14. Mechanismus (f, p1, ..., pn) se nazyvd Vickrey-Clarke-Groves mechanismus (VCG), pokud:

o [ maximalizuje spoleCensky uZitek, tedy

f(v1,...,v Eargréleajc [sz ]
e pro sadu funkci hy, ..., hy, kde h; : V_; — R, definujeme

pi(vi,...,uy) = ZUJ (V1, ..y UN))

JF

pi(v1, .., 0N) = ZU] (V1 ..., UN))

J#i

Jinak feceno, platba za tcast ve hie je dana slozkami:
e h;(v_;), tedy platby, o které rozhodne mechanismus z kontextu v_;.

° — Zj i vj(f(v1,...,vN)), tedy nahrazeni hodnoty, kterou protihraci ztrdci faktem, Ze nejsou

vybrani.
Je tedy definovdn VCG-mechanismus, nyni nas zajima jeho odolnost proti strategické manipulaci:
Véta 11. KaZdy VCG-mechanismus je strategicky nemanipulovatelny.

Ditikaz najdeme v publikaci Algorithmic Game Theory[Nisan, p. 219].

3.6.4 Clarke Pivot Rule

Trochu jsme odsunuli problém jeho pfevedenim na formulaci funkei {h;(v_;) }icq-

Definice 15. Méjme VCG-mechanismus.

e Mechanismus je (ex-post) individudlné raciondlni, pokud hrdci vidy ziskaji kladny zisk (tedy i
nulovy). Formdlné, pro vSechny v € V : v;(f(v)) — pi(v) > 0;Vi € Q.
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e Mechanismus nemd Zddné postranni platby, pokud Zddny hrdc platbou neziskd. Formdlné, Vv €
V Vi e @ :pi(v) > 0 (p; neddvd zdaporné hodnoty platby).
Hrac 7 Gcasti ve hie ziskava u;(v) = v;(f(v)) — pi(v), tzn. jak si ceni vysledku f(v) po odeétu
platby p;(v).

Definice 16. Clarke pivot platba je

Potom je platba hrdce v profilu v € V ddna

pi(v) = mgxxz v;(b) — Z vj(a)

j#i i
kde a = f(v).

Hrac zaplati do systému ¢astku, kterd se rovna celkové skodé, kterou ostatnim zpuisobil.

Lemma 12. VCG mechanismus s Clarke pivot platbou nezpiisobuje Zddné postranni platby. Pokud je

vi(a) > 0 pro vSechny v; € V; a a € A, pak je také individudlné raciondln.

3.7 Priklady aplikace VCG-mechanismu

VCG-mechanismus je obecnym pojetim nemanipulovatelného mechanismu, kdy je tfeba zvolit vetejné
jednu z alternativ, ze které pro hrdce plynou pfinosy a ndklady. Berme VCG-mechanismus jako
parametrizovatelnou definici, tzn. jejim dospecifikovanim ziskdvdme mechanismus pro konrétni
situaci.

Na nasledujicich pfikladech ukdaZeme dvé piihodné aplikace — aukci o jeden predmét a mecha-
nismus pro odvozeni plateb pii stavbé vetfejné prospesného zatrizeni (podobny piiklad jsme fesili v

kooperativnich hrach).

VCG mechanismus - single-object aukce

Mnozinu alternativ zde tvofi mnoZina moznych vitézt aukce o predmét, tedy A = {i — wins|i € Q}
— tedy mnoZzinu identifikaci vitéze.

Predpokladdme, Ze kazdy hra¢ hodnoti své vitézstvi kladné a vitézstvi jiného nulové, tedy
Vi = {vi|vi(i — wins) > 0; Y5 # i : v;(j — wins) = 0}
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Pokud ma hra¢ v planu deklarovat pouze cenu z;, pak je v;(i — wins) = x;,v;(j — wins) =
0 Vj # i. Jinak miZe deklarovat dal3f funkce v}, v?, ...

VCG mechanismus s Clarkovym pivotem ndm dava presné Vickreyovu aukci.

Ukazme si jednoduchy piiklad. Mé&jme situaci tif hracu, tzn. A = {1,2,3}, kde z; = 10,29 =

15, x3 = 4. Nasleduje jeden mozny profil v = (vq, vg, v3):

A 1213
vi(a) | 10 0
va(a) | O | 150
v3(a) | O | O | 4

Funkce vefejné volby optimalizuje vefejny uzitek, tedy hleda alternativu a € A takovou, Ze
>;v(a) je na mnoziné A maximdlni. Tedy, f(v) = 2 je zvolena alternativa “vyhral 2”. Platby

hracu jsou potom:

p1(v) = max[0,15,4] — 15 =0
p2(v) = max[10,0,4] — 0 = 10
p3(v) = max[10,15,0] — 15 =0

Tento VCG-mechanismus se tedy chova naprosto stejné jako vickreoyvska aukce, coz jsme chtéli

ukazat.

VCG mechanismus — stavba verejné prospésného objektu

M¢jme komunitu o /V jedincich, kde se fesi otdzka stavby vetejné prospésného zatizeni, jehoZz stavebni
ndklady jsou urCeny jako C. Vlada bude stavbu financné garantovat, pokud budou hraci deklarovat
sviij zdjem dostatecné velky > ©. v; > C. Z deklarovaného zdjmu maji vyplynout piispévky hra¢i na
financovani projektu. Ziejmé kazdy hra¢ bude mit zdjem na realizaci projektu, ale bude zvaZzovat,
jakou hodnotu bude deklarovat — vyplyne totiZ z ni jeho ptispévek.

Predpokladdme hrace v; > 0, ale je pfipustné 1 v; < 0. Problémem je ozndmit pivotni pravidlo
takové, aby hraci méli potrebu pravdivé deklarovat sva v;.

Proto vlada deklaruje jako soucdst mechanismu Clarke pivot tak, Ze hrd¢ ¢ s v; > 0 zaplati
nenulovou ¢astku pouze tehdy, je-li pivotnim hracem, tzn.: ) JITLIIS C' a soucasné ) | seqUi > C.
V takovém pifpadé zaplati hrd¢ p; = C' — >, ;v

Hra¢ se zapornym ohodnocenim zaplati nenulovou ¢astku pouze, kdyz > i Vi > Ca), JIOTIRS
C, pak p; = Z#ivj —C.

BohuZel vzdy bude platit ) . p; < C. Situace je jind, neZ u pfikladu se Shapleyho hodnotou (tady

hraci nemusi dat v sumé C).
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M¢jme tfi hrace s jejich deklarovanou hodnotou pro stavbu projektu: v; = 10,v9 = 5,v3 = 4,
C' = 17. Z pivotu plynou tyto platby hract:
pr=17—9=38
pe=17—14=3
D3 = 17—15=2

Coz dava v sumé » ;pj = 13. Mechanismus je odolny proti manipulaci, nebof pokud v} = 8, pak

py = 17 — 9. Pfi v} = 7 se stavba jiZ nepostavi.
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