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2.5 Mechanismus Borda count . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Chapter 1

Mechanism design

Do tohoto okamžiku jsme měli možnost studovat modely hernı́ch situacı́, které se řı́dily nějakými
předem známými pravidly. Prošli jsme nekooperativnı́ hry všech forem, vyjednávánı́ a kooperativnı́
hry. V Mechanism designu se celá úloha otočı́. Cı́lem Mechanism designu (česky snad Návrhu
pravidel) bude navrhnout pravidla situace, ve které se posléze budou pohybovat strategičtı́ hráči sle-
dujı́cı́ vlastnı́ cı́le. Pravidla budeme navrhovat s ohledem na to, aby se hráči chovali vlivem vlastnı́
racionality tak, jak si přejeme, aby se chovali. Typicky budeme požadovat, aby hráči byli racionalitou
nuceni nám sdělit své tajné preference týkajı́cı́ se věci, o kterou se hraje.

Mechanism design je velmi široký pojem zasahujı́cı́ do oblasti ekonomie, sociálnı́ch věd, ale i
informatiky. Zejména řešı́ problémy:

• Ekonomických mechanismů všech forem – trhů, výběrových řı́zenı́, ...

• Elektronických forem obchodovánı́.

• Aukcı́.

• Veřejných rozhodnutı́, napřı́klad volebnı́ch mechanismů.

V THE se zaměřı́me na oblast Teorie veřejné volby (Social/Public choice) a Teorie aukcı́ (Auction
theory).
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Chapter 2

Teorie veřejné volby

Teorie veřejné volby se netýká pouze volebnı́ch mechanismů do různých veřejných funkcı́ (prezident,
předseda, zastupitel, parlamentnı́ poslanec). Věc volby vnı́má obecně jako rozhodnutı́ o zvolenı́ al-
ternativy a z množiny možných alternativ A, která je společnostı́ – tedy množinou voličů – vnı́mána
jako veřejně a společensky optimálnı́ volba.

Společnost zde vystupuje jako (obvykle konečná) množina voličůQ, kde jednoho z voličů budeme
tradičně označovat i. Každý volič vždy, jako každý racionálnı́ hráč, sleduje svoje individuálnı́ pref-
erence a tı́m i svou individuálnı́ racionalitu. Pokud je společnostı́ voličů zvolena jeho preferovaná
alternativa, cı́tı́ z toho jakýsi užitek. Cı́lem voliče je tedy dosáhnout stavu, kdy společnost bude
preferovat (zvolı́) jeho preferovanou alternativu.

2.1 Většinová volba a preference voliče

Představme si situaci, kdy množina voličů stojı́ před problémem společné volby jedné alternativy z
množiny A. Tı́m problémem je zvolit mechanický postup takový, aby zvolená alternativa odpovı́dala
skutečným preferencı́m společnosti. Jinak řečeno, otázkou je jak ty volby provést.

Tradičnı́ metodou (mechanismem) je většinová volba. Voliči zvolı́ svou alternativu a tu ohlásı́
nezávislému arbitrovi ve formě svého hlasu. Arbitr sečte hlasy pro jednotlivé alternativy a ohlásı́
alternativu a∗ ∈ A, která zı́skala nejvı́ce hlasů.

Zkoumejme tuto situaci nejprve s dvěma alternativami, tzn. |A| = 2. Volby mohou skončit jasnou
většinou pro jednu alternativu nebo nerozhodně (počty hlasů pro alternativy se rovnajı́). Jasná většina
vede k jasné volbě a mechanismus většinové volby je pak ideálnı́m volebnı́m mechanisme. Problém
může nastat, pokud volby skončı́ nerozhodně. Myšlenka volby zopakovat nevede ke koncepčnı́mu
řešenı́, neboť nemůžeme očekávat, že na druhé kolo voliči změnı́ své preference. Je nutno se vyrovnat
s faktem, že volby vždy nemusı́ skončit jednoznačným výsledkem.

Mějme následujı́cı́ přı́klad na obrázku 2.1. Tabulka na obrázku prezentuje preference třı́ voličů
I = {i1, i2, i3} nad alternativami J,K, L. Volič i1 má tedy preference J �i K �i L. Při většinové
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volbě zvı́tězı́ alternativa J .

Preference/Voliči: i1 i2 i3
1. J J K
2. K L L
3. L K J

Figure 2.1: Ukázka preferencı́ voličů ve volbách

S počtem alternativ (kandidátů) se pravděpodobnost na nerozhodnost výsledku zvyšuje. Navı́c s
výsledkem vznikajı́ i protesty těch voličů, jejichž alternativa nenı́ vybrána ve většinové volbě. Mějme
100 voličů a tři alternativy se ziskem hlasů a = 40, b = 32 a c = 28. Proč by měla být zvolena
alternativa a, když si ji 60 voličů (tedy většina) nepřeje?!

Můžeme systém voleb vylepšit duely alternativ jako při fotbalovém šampionátu. Tı́m zdánlivě
převedeme problém volby mezi vı́ce alternativami na problém volby mezi dvěma alternativami. Voličům
bude položena otázka, zda-li preferujı́ a nebo b. Voličům alternativ a a b bude otázka jasná, jak ovšem
na ni zareagujı́ voliči alternativy c?

Připomeňme základnı́ předpoklad pro smysluplnost preference hráče: preferenčnı́ relace musı́
být úplná a tranzitivnı́. Voliči alternativy c musı́ mı́t tedy názor na preferenci mezi a a b. Vzniká tak
preferenčnı́ relace každého voliče.

Notace pro teorii veřejné volby

Zavedli jsme množinu alternativ A a množinu voličů Q. Nynı́ zavedeme preferenčnı́ relaci nad alter-
nativami – tato je z principu věci obecně odlišná pro každého voliče.

Relace slabé preference voliče i nad množinou alternativ A nechť je úplná, tranzitivnı́ a reflexivnı́
relace�i⊆ A×A. Z relace slabé preference plyne i obvyklá formulace striktnı́ (ostré) preference�i.
Nové pro nás budou relace zohledňujı́cı́ preferenci celé společnosti –� a� (tedy bez dolnı́ho indexu
i označujı́cı́ho hráče).

2.2 Úloha volebnı́ch mechanismů

Při zkoumánı́ volebnı́ch mechanismů nás bude zajı́mat jednak problém zvolenı́ alternativy a pak
předevšı́m problém sestavenı́ celkové preference společnosti.

Od počátku předpokládáme, že cı́lem společnosti je zvolit alternativu, která je pro společnost jaksi
přı́nosná a preferovaná většinou. V Teorii veřejné volby proti sobě stojı́ preference jedince (a jeho
individuálnı́ užitek) a preference společnosti a s tı́m souvisejı́cı́ veřejné blaho. Budeme předpokládat,
že společnost chce volbou mechanismu voleb zajistit, aby byly volby spravedlivé a bez možnosti je
manipulovat jedinci, kteřı́ s většı́m důrazem prosazujı́ svůj individuálnı́ záměr. Stále předpokládáme,
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že každý volič i ∈ Q má jediný způsob chovánı́ a tı́m je prezentace své individuálnı́ preference �i.
Právě prezentacı́ individuálnı́ preference může volič volby manipulovat, jak později uvidı́me.

2.3 Condorcetův paradox

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, marquis de Condorcet (markýz de Condorcet, 1743–1794)
byl francouzský filosof a matematik. Zabýval se volebnı́mi mechanismy a jako prvnı́ poukázal na
koncepčnı́ nedostatek většinové volby (nenı́ odolná proti porušenı́ tranzitivity).

Jak proběhne volba v situaci zobrazené na obrázku 2.2? Řekneme, že vı́těz by měl být schopen
zvı́tězit v duelu s každým protikandidátem. Tady jsou tedy ty duely:

• Duel J:K (vı́těz J, dva hlasy), tzn. celek J � K

• Duel J:L (vı́těz L, dva hlasy), tzn. celek L � J

• Duel K:L (vı́těz K, dva hlasy), tzn. celek K � L

V prvnı́m kole zvı́tězı́ J , v druhém kole (J versus L) zvı́tězı́ L. Je tedy L vı́tězem voleb? Alterna-
tiva L zvı́tězila nad oběma protikandidáty, přesto toto platı́ i opačně. Vı́těze tedy nevidı́me, ke všemu
je zmatek v celkové preferenci voličů: J � K � L � J .

Condorcet definoval vı́těze (tzv. Condorcetův vı́těz) jako alternativu X s tou vlastnostı́, že pro
každou alternativu Y je počet voličů preferujı́cı́ch X před Y většı́, než počet voličů preferujı́cı́ch Y
před X . Z principu tohoto mechanismu však Condorcetův vı́těz nemusı́ vždy existovat, tzn. volby
mohou skončit patem.

2.4 Strategická manipulace volebnı́ch mechanismů

Na obrázku 2.2 je zobrazena jiná volebnı́ situace. Situace vede zřejmě k patovému výsledku voleb,
neboť žádná alternativa nezvı́tězı́ v duelech nad všemi zbývajı́cı́mi. Pokud si napřı́klad hráč 3 tuto
situaci uvědomı́, může do voleb zasáhnout manipulacı́ své preference. Vycházı́me z jeho pravdivé
preference K �i L �i J , ze které je vidět, že se může obávat zvolenı́ alternativy J , jeho preferovaná
alternativa K nenı́ ve společnosti dostatečně preferovaná, ale L je stále lepšı́ než J . Když tento
strategický hráč společnosti bude prezentovat svou preferenci strategicky zmanipulovanou, tzn. L �i
K �i J , dosáhne zvolenı́ alternativy L, která je pro něj stále ještě přı́pustná. Tento postup je však
společnostı́ považován za špatný.
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Preference/Voliči: i1 i2 i3
1. J L K
2. K J L
3. L K J

Figure 2.2: Ukázka preferencı́ voličů ve volbách II.

2.5 Mechanismus Borda count

Jean Charles de Borda (1733 – 1799) kritizoval volebnı́ mechanismy ve Francouzské akademii podobně
jako Condorcet. Navrhl rozdělit ”body” kandidátům: každý volič přidělı́ |A| svému prvnı́mu kan-
didátovi, |A| − 1 druhému, ..., jeden poslednı́mu. Vı́těz je kandidát s nejvyššı́ sumou bodů. Zdá se to
jako ideálnı́ metoda. Mnohdy vede k řešenı́, je ovšem strategicky manipulovatelná.

Condorcetova metoda tudı́ž může porušovat tranzitivitu a Bordova metoda porušuje nemanipulo-
vatelnost.

2.6 Formálnı́ zavedenı́ volebnı́ch situacı́

Nechť A je množina alternativ. Budeme formalizovat obor hodnot všech možných preferencı́.

Definice 1. Mějme množinu alternativA. MnožinaR obsahuje všechna možná uspořádánı́ na množině

A (je izomorfnı́ s permutacemi na A).

Množina R je principem totožná s Si ve strategických hrách. Strategiı́ hráče-voliče je volba jeho
preference, kterou bude společnosti prezentovat. Pochopitelně, jedna z nich je ta jeho pravdivá pref-
erence a zbylé jsou možné manipulace. Podobně RN je principem totožná s množinou strategických
profilů S ve strategických hrách. Tudı́ž potřebujeme zavést pojem profil preferencı́:

Definice 2. Mějme množinu alternativ A a n voličů. Profilem ρ uspořádánı́ preferencı́ budeme

rozumět uspořádanou n-tici

ρ = (R1, R2, ..., Rn) ∈ Rn

Jeden profil ρ reprezentuje jednu možnou situaci, která může u voleb nastat. Je to vektor konkrétnı́ch
prezentovaných preferencı́ voličů. V následujı́cı́m odstavci zavedeme formálně funkci, která na
zadaný profil sestavı́ společenskou preferenci nad alternativami.

2.7 Funkce společenského blahobytu (Social welfare function)

Jádrem volebnı́ch mechanismů je tak zvaná funkce společenského blahobytu. V literatuře se obje-
vuje také pod názvem Social Agregation Function nebo Preference Agregation Rule. Tato funkce
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je matematickým modelem volebnı́ho mechanismu – je to program, který na zadaný vstupnı́ profil
preferencı́ voličů vyhodnotı́, jaká je celková preference společnosti. My budeme tuto funkci zkoumat
jako modelového představitele volebnı́ho mechanismu. Předevšı́m budeme zkoumat jejı́ vlastnosti a
tedy i vlastnosti volebnı́ho mechanismu, které u spravedlivých voleb očekáváme.

Definice 3. Funkcı́ společenského blahobytu (social welfare function) budeme rozumět funkci

F : Rn → R

Funkce F je mechanickým arbitrem (řı́dı́ se pravidly), která na zadané preference voličů ses-
tavı́ preferenci celé společnosti (základ pro volbu optima). Následujı́cı́ čtyři podmı́nky (tranzitivita,
nediktátorstvı́, pareto optimalita a nezávislost na irelevantnı́ch alternativách) jsou ideálem spravedlivých
voleb, tedy čtyři vlastnosti, které u funkce společenského blahobytu očekáváme. V následujı́cı́m
textu předevšı́m dokážeme (Arrow’s Impossibility Theorem), že nemůže obecně existovat funkce
společenského blahobytu taková, aby pro všechny myslitelné ρ ∈ Rn tyto podmı́nky splňovala.

2.7.1 Podmı́nka tranzitivity

Definice 4. Funkce společenského blahobytu F je tranzitivnı́, je-li F (ρ) tranzitivnı́ pro všechny ρ ∈
RN .

Tranzitivitu považujeme za minimálnı́ projev logiky rozhodovánı́ (např. pro nalezenı́ maxima).
Arbitr voleb (tj. funkce společenského blahobytu) musı́ být schopen sestavit tranzitivnı́ společenskou
preferenci ve všech možných situacı́ch preferencı́ jednotlivců. Vı́me již z Condorcetova paradoxu, že
to nenı́ až tak garantováno.

2.7.2 Podmı́nka nediktátorstvı́

Definice 5. Funkce společenského blahobytu F je nediktátorská, pokud neexistuje i ∈ Q takový, že

pro všechny ρ ∈ RN a každé dvě alternativy x, y ∈ A platı́, že pokud x �i y, pak x � y.

Tato podmı́nka ukládá, aby žádný hráč i nezpůsobil svou preferencı́ preferenci celku, bez ohledu
na to, co si přeje celek. Zatı́m nemluvı́me o strategické manipulaci (tj. předkládánı́ nepravdivé
preference). Uvidı́me, že s touto podmı́nkou je zásadnı́ problém. Navı́c, diktátorem nenı́ rozuměn
”zlý člověk” – prostě jsou situace, kdy rozhodnutı́ závisı́ na jednotlivci1.

2.7.3 Podmı́nka Pareto optimality

Definice 6. Funkce společenského blahobytu F je slabě Pareto optimálnı́, pokud x �i y pro všechny

i ∈ Q způsobı́, že x � y pro libovolné x, y ∈ A.
1S tı́mto souvisı́ pojem volebnı́ moci/sı́ly (angl. Voting power)
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Tato podmı́nka je velmi přı́močará: pokud si každý zvlášť preferuje x před y, pak i celek preferuje
x před y. Existuje ještě striktně Paretovská optimalita v teorii veřejné volby, podmı́nka je ovšem
značně silnějšı́ (možno dostudovat). Tzn., slabě/silně Paretovská optimalita v tomto přı́padě nesouvisı́
se slabostı́/striktnostı́ preference.

S podmı́nkou Pareto optimality bude také problém, neboť v důkazu Arrowova theoremu ukážeme,
že může nastat situace, že celá společnost nebude schopna rozhodnout (zvolit) žádnou z alternativ.

2.7.4 Podmı́nka Nezávislosti na irelevantnı́ch alternativách (IIA)

Independence of irrelevant alternatives (IIA) je přı́tomna ve všech částech THE posuzujı́cı́ch prefer-
ence. Formálně je definovaná:

Definice 7. Funkce společenského blahobytu F je nezávislá na irelevantnı́ch alternativách, pokud

platı́ pro libovolné x, y ∈ A a libovolné dva profily ρ, ρ′ ∈ RN , že x �i y ⇔ x �′i y pro všechny

i ∈ Q implikuje x � y ⇔ x �′ y.

Máme dva pohledy na věc: ρ, ρ′ ∈ RN , pokud v obou všichni hráči preferujı́ x před y, pak i celek
musı́ v obou přı́padech preferovat x před y. Jinak řečeno, pokud v obou profilech majı́ hráči stejný
názor na preferenci na {x, y}, měly by být obě výsledné společenské preference konzistentnı́ v otázce
preference mezi {x, y}. Také lze tuto podmı́nku vyložit tak, že vznik nebo zánik alternativy c (která
se pochopitelně zařadı́ někam do preferenčnı́ho seřazenı́ preferencı́) nemůže ovlivnit preferenci mezi
a a b, tzn. pokud byla a � b, pak zavedenı́m alternativy c se nesmı́ a � b změnit na b � a.

Demonstrace porušenı́ IIA

Uvažujme Borda count jako volebnı́ mechanismus (tedy specifikaci funkce společenského blahobytu),
který způsobı́ následujı́cı́ výsledky voleb daných situacı́ na obrázku 2.3: A – 11 bodů, D – 8 bodů,
tedy předevšı́m A � D.

V W X Y Z
1. A A B B C
2. B C C C B
3. C B D D D
4. D D A A A

Figure 2.3: Přı́klad porušenı́ IIA-I

Omezı́me-li se pouze na alternativy {A,D}, pak podle obrázku 2.4 dostáváme výsledky: A –
7 bodů, D – 8 bodů, tedy D � A. Alternativy {B,C} jsou zde chápány z pohledu {A,D} jako
irelevantnı́, přesto jejich nepřı́tomnost způsobı́ změnu výsledné společenské preference.
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V W X Y Z
1. A A D D D
2. D D A A A

Figure 2.4: Přı́klad porušenı́ IIA-I

2.8 Arrow’s paradox

Theorém Kennetha Arrowa nazývaný Arrow’s paradox nebo také Arrow’s impossibility theorem je
vnı́mán jako nejvýznamnějšı́ výsledek ve společenských vědách. Řı́ká, že při třech a vı́ce alterna-
tivách nelze najı́t společenskou funkci blahobytu takovou, aby obecně pro všechny možné preferenčnı́
profily zachovávala čtyři výše popsané podmı́nky pro spravedlivou volbu. Jako důsledek musı́me
přijmout fakt, že jedna z těchto podmı́nek bude vždy porušena a skoro si můžeme vybrat, která to
bude.

Věta 1 (Arrow’s paradox (Arrow’s impossibility theorem)). Je-li A konečná množina alternativ s

alespoň třemi alternativami, pak neexistuje společenská agregačnı́ funkce F : RN → R, která je

tranzitivnı́, nediktátorská, slabě Pareto optimálnı́ a nezávislá na irelevantnı́ch alternativách.

Existuje několik ekvivalentnı́ch formulacı́ Arrowova theoremu a stejně tak několik jeho důkazů.
Předvedeme si důkaz založený na zkoumánı́ množiny rozhodujı́cı́ uspořádanou dvojici (x, y).

Definice 8. Pro funkci společenského blahobytu F, je množina/podmnožina W ⊂ Q:

• semi-rozhodujı́cı́ dvojici (x, y), platı́-li x � y pro všechny ρ ∈ RN , kde x �i y;∀i ∈ W a

y �j x;∀j ∈ Q \W .

• rozhodujı́cı́ dvojici (x, y), platı́-li x � y pro všechny ρ ∈ RN , kde x �i y;∀i ∈ W

• rozhodujı́cı́, pokud je rozhodujı́cı́ dvojici (x, y) pro všechny x, y ∈ A.

Jednoduše řečeno, rozhodnout x proti y znamená způsobit, že celá společnost preferuje x proti y.
Základ rozhodovánı́ dvou alternativ ležı́ v semi-rozhodujı́cı́ množině W ⊂ Q pro x proti y (všimněmi
si, že zbytek společnost preferuje pravý opak):

(∀i ∈ W : x �i y ∧ ∀j ∈ Q \W : y �j x)⇒ x � y

Lemma 2. Je-li F tranzitivnı́ funkce společenského blahobytu, která je slabě Paretovská a IIA, pak

W ⊂ Q je rozhodujı́cı́, pokud je W semi-rozhodujı́cı́ dvojici (x, y) pro některá x, y ∈ A.

Plyne z toho, že pokud je nějaká skupina voličů semi-rozhodujı́cı́ pro nějaký pár alternativ (x,y),
pak je skupina rozhodujı́cı́. Pro funkce F, které jsou slabě Paretovské a IIA, skupina, která semi-
rozhoduje nějaké (x,y), rozhoduje nad všemi alternativami. Dále z toho plyne, že buď skupina
rozhoduje vše nebo nerozhoduje vůbec nic. Z definice, W musı́ být maximálnı́.
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Ukážeme, že buď je jednočlenná skupina rozhodujı́cı́ (tzn. porušı́me nediktátorstvı́) nebo je celá
společnost nerozhodujı́cı́ (a tı́m porušı́me podmı́nku slabé Paretovskosti). Celkově vzato ukážeme, že
stanovené podmı́nky jsou vzájemně neslučitelné.

Je velmi důležité znovu zdůraznit, že zkoumáme celý prostor RN a všechny možné F . Tzn.,
důkaz založı́me na situaci, kterou lze považovat za hypotetickou.

Důkaz Arrowova paradoxu. Předpokládejme konečnou množinu alternativ A, kde |A| ≥ 3. Pro
potřeby sporu předpokládejme, že F je tranzitivnı́, nediktátorská, slabě Paretovská a IIA (najdeme
libovolný přı́pad, kdy to neplatı́ a tı́m prokážeme spor s předpokladem).

Z předchozı́ho lemma plyne, že každá skupina W ⊂ Q je buď rozhodujı́cı́ nebo nerozhoduje
žádné (x, y).

Předpokládejme dvě disjunktnı́ množiny (prázdný průnik) J,K ⊂ Q, které nejsou semi-rozhodujı́cı́
pro libovolné x,y (a tı́m nerozhodujı́ vůbec). Nechť L = Q \ (J ∪ K). Protože N > 2 a neexistuje
singleton (jednoprvková množina) {i}, která by byla rozhodujı́cı́, pak J,K,L mohou existovat.

Dále předpokládejme profil ρ− ∈ RN takový, že:

x �−i y �−i z ∀i ∈ J
z �−j x �−j y ∀j ∈ K
y �−t z �−t x ∀t ∈ L

Protože J a K jsou ne-semi-rozhodujı́cı́ pro jakýkoliv pár, plyne z toho celkově z �− x a y �− z.
Pokud je F opravdu tranzitivnı́, znamená to navı́c y �− x.

Z toho plyne, že skupina J ∪ K je ne-semi-rozhodujı́cı́ pro (x, y), a tı́m že J ∪ K je celkově
nerozhodujı́cı́. Sjednocenı́ dvou nerozhodujı́cı́ch skupin tvořı́ tedy opět nerozhodujı́cı́ množinu.

Z předpokladu nediktátorstvı́ plyne, že žádná singleton skupina nemůže být rozhodujı́cı́.
Závěrem tedy žádná skupina voličů voličů (včetně Q) nemůže být rozhodujı́cı́ a to porušuje

předpoklad slabé Paretovskosti.

Našli jsme hypotetickou konfiguraci, kdy může nastat, že celá skupina Q může být ne-semi-
rozhodujı́cı́ jeden pár alternativ, což implikuje, že nerozhodne nic. Jiné teorémy zjemňujı́ Arrowův
paradox zavedenı́m omezenı́, která vylučujı́ takové blokujı́cı́ situace. Existujı́ formulace důkazu Ar-
row’s Impossibility Theoremu, které prokážı́ existenci diktátora.

2.9 Funkce veřejné volby

Zatı́m jsme konstruovali funkci, která vytvářela kolektivnı́ preferenci. Zjednodušı́me problém na
volbu jednoho vı́těze (už nebudeme potřebovat konstruovat kompletnı́ preferenci).
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Definice 9. Funkce veřejné volby G : RN → A zobrazuje dané preferenčnı́ profily na množinu

alternativ.

Funkce G je funkce na množinu, tzn. každá volba a ∈ A má preferenčnı́ profil, který vede na a.

Definice 10. G(ρ) je manipulovatelná v profilu ρ, pokud pro některého i ∈ Q existuje profil ρ′ =

(R1, ..., Ri−1, R
′
i, Ri+1, ...) takový, žeG(ρ′) �i G(ρ). G je nemanipulovatelná (incentive compatible),

pokud nenı́ manipulovatelná ve všech ρ ∈ RN .

Funkce veřejné volby je tedy manipulovatelná, pokud některý hráč i může změnou prezentace
své preference z Ri na R′i dosáhnout výsledku, který preferuje (což je v definici výše popsáno jako
G(ρ′) �i G(ρ)).

Stále to berme tak, že preference hráče je jeho strategie a profil je strategický profil. Užitek hráče
je dán umı́stěnı́m vı́těze v hráčově preferenci. Pokud hráč dokáže změnou své strategie posunout
svého preferovaného kandidáta výše k výhře, zvyšuje svůj užitek.

2.9.1 Gibbard-Satterthwaitův teorém

Definice 11. Volič i je diktátor v rámci G, jestliže pro všechny ρ ∈ RN a ∀b ∈ A : b 6= a : a �i b⇒
G(ρ) = a. G se nazývá diktatura, pokud existuje i takový, že je diktátor.

Zatı́m jsme uvažovali manipulovatelnost, což je slabšı́ vlastnost než diktátorstvı́. U manipulo-
vatelnosti musel existovat profil ρ′ takový, že hráč v rámci tohoto profilu mohl manipulovat. Vedle
toho, diktátor prosadı́ a ∈ A v každém profilu ρ.

Věta 3 (Gibbard-Satterthwaitův teorém). Pokud existujı́ tři a vı́ce alternativy, a G je nemanipulo-

vatelná, pak existuje diktátor.

Co z toho plyne? Můžeme zajistit, aby G byla odolná proti strategické manipulaci, diktátor se
však stejně projevı́.

Zjednodušeně důkaz tvrzenı́: Máme množinu alternativ A. Pak můžeme sestrojit tranzitivnı́ a IIA
funkci veřejné volby, která zvolı́ vı́těze v1 = G(A). V dalšı́m kole ubereme z A prvek v1 a hledáme
v2 = G(A \ {v1}) a tak dál. Vytvořı́me tedy preferenčnı́ uspořádánı́ v1 � v2 � ..., které je ovšem
slabě Paretovské.

Dostali jsme se tak k vytvořenı́ společenské preference (funkce společenského blahobytu) a z
Arrowova teorému plyne, že proces musel ovlivnit diktátor.
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Chapter 3

Teorie aukcı́

Aukce (česky též dražba) je forma zobchodovánı́ hmotného nebo nehmotného objektu (např. licence),
ve kterém se potká typicky jeden prodávajı́cı́ s typicky vı́ce kupujı́cı́mi, cena předmětu zobchodovánı́
nenı́ předem známa a má být výsledkem interakce mezi kupujı́cı́mi.

Lze předpokládát, že aukce známe z běžného života v podobě veřejného setkánı́ kupujı́cı́ch a
prodeje nějakého uměleckého předmětu. V těchto filmových aukcı́ch může vzniknout u pozorovatele
dojem, že hlavnı́m cı́lem kupujı́cı́ch je zı́skat předmět aukce – v některých přı́padech téměř za libo-
volnou cenu. V běžných aukcı́ch to tak samozřejmě nenı́ – kupujı́cı́ je strategický hráč jako každý
jiný, sleduje svou individuálnı́ racionalitu a tou je maximalizace jeho užitku. V podobné situaci je i
prodávajı́cı́, který má zájem na maximálnı́m výnosu z aukce. Situaci si předvedeme na aukci o jeden
dolar.

Mějme v dražbě jeden americký dolar (1 USD). Vyvolávacı́ cena nechť je jeden cent, tzn. 0.01

USD. Hráči mohou v dražbě přihazovat s minimálnı́m povoleným přı́hozem jeden cent. Lze očekávat,
že se dražba zastavı́ na úrovni 0.99 dolaru nebo na jednom dolaru. U této aukce je vidět, že předmět
aukce má univerzálně známou hodnotu. Toto nenı́ u jiných aukcı́ch obvyklé. Ohodnocenı́ předmětu
aukce je fenoménem aukcı́ – z pohledu kupujı́cı́ho, prodávajı́cı́ho i celé společnosti1.

3.1 Užitek z aukce

Každý kupujı́cı́ i si předmět aukce privátně ohodnotı́ na hodnotu xi. Je jeho pochopitelným zájmem
tuto informaci nesdělovat ani konkurujı́cı́m kupujı́cı́m ani prodávajı́cı́mu. Pokud kupujı́cı́ i předmět
aukce vyhraje a zaplatı́ nějakou cenu yi, pak je jeho zisk z aukce dán

ui = xi − yi
1V literatuře je popsán stav, kdy kupujı́cı́ nadhodnotı́ předmět aukce, v aukci zvı́tězı́, zaplatı́ vysokou cenu a až po tom

si uvědomı́ pravdivou hodnotu předmětu. Tento stav je nazýván jako Winner’s curse (prokletı́ výherce). Podobně je na
tom dilema po provedenı́ rozhodnutı́ (Post-Decision Dissonance), kdy človek přemýšlı́, jestli se rozhodnul dobře.

14



Předpokládáme individuálnı́ racionalitu kupujı́cı́ho, tedy situaci, kdy kupujı́cı́ chce maximalizovat
svůj zisk ui. Pokud kupujı́cı́ zaplatı́ částku yi = xi, pak je ui = 0. Zı́ská-li tedy kupujı́cı́ předmět
aukce za takovou cenu, tak se jeho finančnı́ bilance nezměnı́ (nemá z nı́ užitek). Před aukcı́ měl
např. 1000 peněz, předmět si ocenil na 1000 peněz, vydražil ho za 1000 peněz, ty i zaplatil a má teď
předmět, který si cenı́ na 1000 peněz. Žádná změna.

Kupujı́cı́ do aukce vstupuje formou své sázky (angl. bid) bi. Je dost jisté, že racionálnı́ kupujı́cı́
nebude podávat sázku vyššı́ než je jeho ohodnocenı́ předmětu, tedy jistě bi ≤ xi.

Prodávajı́cı́ pochopitelně nezná tajná ohodnocenı́ xi hráčů (to mezi sebou neznajı́ ani hráči). Může
však pozorovat jejich sázky bi. Prodávajı́cı́mu je dále jasné, že jeho výnos z aukce nebude u standardnı́
aukce vyššı́ než

Revenuemax = max
i∈Q

[xi]

Cı́lem prodávajı́cı́ho je proto stanovit takový mechanismus aukce, aby motivoval hráče k podávánı́
sázek bi takových, aby se co nejvı́ce blı́žily jejich xi, nejlépe takových, aby bi = xi. Je toto možné?
Můžete donutit kupujı́cı́ho odhalit jeho tajné hodnocenı́ předmětu aukce a současně mu dát naději na
kladný zisk? Uvidı́me, že je to možné u tak zvaných vickreyovských aukcı́.

3.2 Základnı́ typy aukcı́

Aukce majı́ svou veřejnou a tajnou formu. Při veřejné formě aukce na sebe hráči vidı́, pozorujı́ svoje
chovánı́ a mohou nějak usoudit o tajném ohodnocenı́ xi svých protivnı́ků. Tajné formy aukcı́ nejlépe
odpovı́dajı́ tak zvané obálkové metodě (angl. sealed-bid auction). V podstatě to jsou strategické hry
v normálnı́ formě (statické, jednotahové hry).

Na veřejné formě aukce si předvedeme základnı́ dva typy aukcı́ – aukci anglickou a holandskou.

Anglická veřejná aukce (vzestupná dražba)

A anglické aukce (také angl. ascending auction) se stanovı́ počátečnı́ (vyvolávacı́) dražebnı́ cena a
hráči majı́ možnost postupně tuto cenu zvyšovat svými přı́hozy, kterých může být libovolně mnoho.
Každý přı́hoz tedy musı́ zvýšit aktuálnı́ dražebnı́ cenu. Aukce se ukončı́, pokud již neexistuje hráč,
který by aktuálnı́ dražebnı́ cenu svým přı́hozem zvýšil. Hráč, který umı́stil poslednı́ přı́hoz, se stává
vı́tězem aukce a zaplatı́ dražebnı́ cenu.

Z principu věci lze usoudit, že hráči přihazujı́, dokud je dražebnı́ cena nižšı́ než jejich xi. Pokud
sestupně seřadı́me xi hráčů do posloupnosti

xi, xj, xk, ...

pak hráč i zı́skává předmět aukce za cenu xj + δ, kde δ může být libovolně malé. Fakticky tak
platı́ druhou nejvyššı́ nabı́dnutou cenu a realizuje zisk ui = xi − (xj + δ), kde δ byl jeho poslednı́
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přı́hoz. Prodávajı́cı́ se musı́ smı́řit s faktem, že se hráčovo ohodnocenı́ xi nikdy nedozvı́.
Anglická aukce je nejpopulárnějšı́m aukčnı́m mechanismem. U anglické aukce fakticky kupujı́cı́ho

nemusı́ zajı́mat ohodnocenı́ xj jeho protivnı́ků, neboť přihazuje do výše svého xi. Dále uvidı́me, že
anglická aukce je strategicky nemanipulovatelná, tedy, hráč nemá profit z toho, když prezentuje svoje
xi nepravdivě2.

Holandská veřejná aukce (sestupná dražba)

V holandské aukci (také angl. descending auction) je situace obrácená – počátečnı́ cena je arbitrem
aukce postupně snižována do okamžiku, kdy se jeden z kupujı́cı́ch přihlásı́ a cenu akceptuje. Ten se
stává vı́tězem aukce a tuto cenu i zaplatı́. Tato aukce historicky vznikla na trzı́ch, kde bylo potřeba
zbožı́ rychle prodat (ryby, květiny). Z pohledu aukcı́ je ovšem holandská aukce velmi významná
svým vztahem k citlivosti na riziko hráčů.

Z principu aukce je evidentnı́, že hráč o věc začne jevit zájem až v okamžiku, kdy dražebnı́ cena
klesne pod jeho xi. Aby maximalizoval svůj zisk z aukce, musı́ pak nechat dražebnı́ cenu vhodně
dál klesnout, přitom však se zvyšuje pravděpodobnost, že na cenu přistoupı́ nějaký z protivnı́ků. U
holandské aukce je proto nutné provádět zkoumánı́ možného ohodnocenı́ věci protivnı́ky. V této aukci
hraje značnou roli citlivost hráče k riziku, tedy jeho vztah mezi ziskem a dosaženým užitkem ze zisku.
V předchozı́ch textech byl vztah mezi ziskem a užitkem již zaveden. Připomeňme, že hráč neutrálnı́
k riziku vnı́má užitek lineárně rostoucı́ se ziskem, kdežto hráč citlivý k riziku (obávajı́cı́ se rizika)
preferuje nižšı́ ale jistějšı́ zisk před vyššı́m nejistým. Takový hráč se v holandské aukci přihlásı́ dřı́ve
než hráč s neutrálnı́m vztahem k riziku.

3.3 Strategická ekvivalence anglické a holandské aukce

Veřejná forma anglické a holandské aukce je rozdı́lná. V mnoha přı́padech však prodávajı́cı́ prefer-
uje tajnou (obálkovou, angl. sealed-bid) formu podávánı́ sázek. Proto může být zajı́mavé srovnánı́
veřejných a tajných forem aukcı́.

Zavedeme si dvě formy tajné aukce: aukci s prvnı́ cenou a aukci s druhou cenou. Vždy bude
vı́tězem hráč s maximálnı́ podanou sázkou, tedy

i∗ = argmax
i

[bi]

Zbývá dořešit, jakou cenu hráč zaplatı́. V tajné aukci s prvnı́ cenou (first price sealed-bid auction,
1st price auction) zaplatı́ vı́těz cenu na úrovni nejvyššı́ sázky, tedy tu svoji nabı́dnutou cenu. V tajné

2V pokročilejšı́m studiu se můžeme zabývat tak zvanými false-bidders, jakýmisi provokatéry v aukcı́ch. Jejich cı́lem
je vyhnat aukčnı́ cenu do jejich zvolené úrovně. Pochopitelně čelı́ riziku, že předmět aukce vydražı́ oni. To je ovšem
pokročilejšı́ problém.
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aukci s druhou cenou (second price sealed-bid auction, 2nd price auction) zaplatı́ vı́těz i∗ druhou
nejvyššı́ nabı́dku, tedy

y∗II = max
j∈Q\{i∗}

[bj]

Následujı́cı́ theorém stanovı́ strategickou ekvivalenci mezi tajnými a veřejnými aukcemi.

Věta 4. Veřejná sestupná dražba (holandská aukce) je ryze strategicky ekvivalentnı́ s tajnou dražbou

s prvnı́ cenou.

Veřejná vzestupná dražba (anglická aukce) je slabě strategicky ekvivalentı́ s tajnou dražbou s

druhou cenou.

Slabá strategická ekvivalence anglické aukce a tajné 2nd price aukce je dána rozdı́lem mezi plat-
bou výherce, který se lišı́ o libovolně malý přı́hoz nad druhou cenu, který musı́ hráč s nejvyššı́m xi

provést, aby se stal vı́tězem (v tajné aukci se stává vı́tězem deklaracı́ své sázky).

3.4 Ekvilibrium v tajných aukcı́ch

Ekvilibrium v anglické a holandské dražbě budeme zkoumat na jejich tajných strategických ekvi-
valentech. Strategicky jednoduššı́ je tajná aukce s druhou cenou, neboť ta je oproštěna od nutnosti
zkoumat tajná ohodnocenı́ u protivnı́ků.

Věta 5. Uvažujme tajnou aukci, kde vı́tězem je hráč s nejvyššı́ podanou nabı́dkou. Vı́těz platı́ druhou

nejvyššı́ nabı́dnutou cenu. Pak je ekvilibriem v situaci pro každého hráče (symetrickým ekvilibriem)

podat sázku

β∗II(x) = x

Strategie podat β∗II(x) při ohodnocenı́ x = xi u hráče i je strategiı́ tvořı́cı́ pro hráče Nashovo
ekvilibrium. Hráč, který z této strategie vybočı́, nezvýšı́ svůj zisk, jak o tom v roce 1960 informoval
William Vickrey.

Věta 6. Pro každou sázku b1, b2, ..., bN a každou jinou b′i, nechť ui je užitek i-tého hráče při hranı́ bi a

u′i je jeho užitek při hranı́ b′i. Pak ui ≥ u′i.

William Vickrey (1960)

Proof. Předpokládejme, že hráč i při své sázce bi vyhraje a zaplatı́ (druhou nejvyššı́) cenu y∗. Jeho
zisk je tedy ui = bi − y∗ ≥ 0. Při možné manipulaci b′i > y∗, i je stále vı́tězı́cı́m hráčem a u′i = ui. V
druhém přı́padě, kdy b′i < y∗, i prohraje a u′ = 0 ≤ u.
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Pokud hráč i při sázce bi prohraje, pak ui = 0. Pak je vı́těz j ∈ Q; j 6= i se sázkou bj ≥ bi (nebo
lépe bj > bi). Pro b′i < bj hráč i stále prohrává a u′i = 0. Pro b′i ≥ bj (nebo striktně vyššı́), i vyhrává
a platı́ y∗ = bj , ale jeho zisk je u′i = bi − bj ≤ 0, tzn. u′i ≤ ui.

Princip druhé ceny se stal základem tak zvaných vickreyovských mechanismů a i tato aukce se
nazývá vickreyovská.

Vyhodnocenı́ ekvilibria v aukcı́ch s prvnı́ cenou je složitějšı́, neboť vyžaduje pravděpodobnostnı́
model ohodnocenı́ předmětu aukce protivnı́ky. Pro jednoduchost si představı́me ekvilibrium v situaci,
která předpokládá, že na intervalu 〈0, ω〉 je hustota pravděpodobnosti ohodnocenı́ xi všemi hráči
rovnoměrně rozložena (jinak řečeno, všechna ohodnocenı́ z 〈0, ω〉 jsou stejně pravděpodobná).

Věta 7. Mějme N nezávislých hráčů se symetrickým privátnı́m ohodnocenı́m xi, které je rovnoměrně

distribuováno na 〈0, ω〉. Pak je symetrickým Nashovým ekvilibriem hrát:

β∗I (x) =
N − 1

N
x

Přı́klad 1st price aukce

Předpokládejme tajné symetrické ohodnocenı́ předmětu rovnoměrným pravděpodobnostnı́m rozloženı́m
na intervalu 〈0, 1〉. Pokud je mé ohodnocenı́ např. x1 = 0.8 a N = 2, pak je můj očekávaný zisk ne-
jvyššı́ pro sázku bi = 0.4, což dokumentuje obrázek 3.1. Pro moji sázku bi = 0.8 je pravděpodobnost
mé výhry 0.8 a zisk nulový. Se snižujı́cı́ sázkou klesá pravděpodobnost mé výhry, ale roste možný
zisk.

b1 π1 = pravděpodobnost výhry ∗u1

0.8 0.8*0
0.7 0.7*0.1=0.07
0.6 0.6*0.2=0.12
0.5 0.5*0.3=0.15
0.4 0.4*0.4=0.16
0.3 0.3*0.5=0.15
0.2 0.2*0.6=0.12

Figure 3.1: Očekávaný zisk přı́kladu aukce s prvnı́ cenou

Pokud je pravděpodobnostnı́ model tajného ohodnocenı́ věci jiný, pak může být ekvilibrium
značně složitějšı́.

3.5 Vliv citlivosti k riziku na ekvilibrium v aukci

Začneme zjištenı́m, že risk-averse hráč v aukci s prvnı́ cenou preferuje nižšı́ zisky, což se projevı́ na
jeho racionálnı́ch sázkách.
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Věta 8. Mějme N nezávislých hráčů se symetrickým privátnı́m ohodnocenı́m xi, které je rovnoměrně

distribuováno na 〈0, ω〉. Předpokládáme hráče citlivé k riziku (risk-averse) s koeficientem citlivosti

α ∈ 〈0, 1〉. Pak je symetrickým Nashovým ekvilibriem hrát:

β∗I (x) = xα

Může prodávajı́cı́ v aukci nějak využı́t znalosti o vztahu kupujı́cı́ch k riziku? Prodávajı́cı́ volı́
aukčnı́ mechanismus a to je jediná strategie, kterou ve hře proti kupujı́cı́m volı́.

Ukážeme, že pokud prodávajı́cı́ čelı́ kupujı́cı́m neutrálnı́m k riziku, pak je indiferentnı́ ve svém
očekávánı́ vůči volbě aukce s prvnı́ cenou a druhou cenou. Jinak řečeno, jeho očekávaný výnos
(expected revenue) v těchto dvou formách aukce je stejný. Dokumentuje to tak zvaný Revenue equiv-
alence theorem. Dále uvidı́me, že pokud jsou kupujı́cı́ citlivı́ k riziku, prodávajı́cı́ dosáhne vyššı́ho
výnosu u aukce s prvnı́ cenou.

Předpokládejme dva kupujı́cı́ neutrálnı́ k riziku s privátnı́mi ohodnocenı́mi x1 a x2 rovnoměrně ro-
zloženými na intervalu 〈0, 1〉. Pak je cena placená vı́tězem v aukci s prvnı́ cenou yI = max(x1/2, x2/2)

a v aukci s druhou cenou yII = min(x1, x2).
Je možné snadno odvodit, že střednı́ hodnota výnosu v obou akcı́ch je E(yI) = E(yII) = 1

3
. Vy-

padá to tedy, že v těchto dvou situacı́ch je očekávánı́ výnosu stejné. Povrzuje to Revenue equivalence
theorem:

Věta 9 (Revenue equivalence theorem). Předpokládejme risk-neutral hráče. Majı́-li symetrické a

nezávislé privátnı́ ohodnocenı́ předmětu aukce, aukce je standardnı́ a zaručuje nulovou platbu hráči

deklarujı́cı́mu nulové ohodnocenı́. Pak je výnos aukce při aukci s prvnı́ cenou shodný s aukcı́ s druhou

cenou.

Závěr je tedy jednoznačný: Hrajı́-li risk-neutral hráči, je jedno, zda volı́me 1st nebo 2st price
aukci.

A následujı́cı́ theorém Revenue equivalence theorem doplňuje dalšı́m zjištěnı́m: Hrajı́-li risk-
averse hráči, je lépe volit 1st price aukci.

Věta 10. Předpokládejme risk-averse hráče. Majı́-li symetrické a nezávislé privátnı́ ohodnocenı́

předmětu aukce, pak je výnos aukce při aukci s prvnı́ cenou vyššı́ než u akce s druhou cenou.

3.6 Vickrey-Clarke-Groves mechanismus

W. Vickrey v roce 1961 publikoval návrh aukce s druhou cenou, kde ukázal, že je nemanipulovatelná
(hráč deklarujı́cı́ nepravdivé ohodnocenı́ předmětu nezı́ská vı́c). Clarke (1971) a Groves (1973) tuto
myšlenku zobecnili do VCG-mechanismu.
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3.6.1 Notace

Předpokládejme množinu alternativ A. Na nı́ každý hráč deklaruje svou ohodnocovacı́ funkci

vi : A→ R

Hráč dává funkcı́ vi veřejně najevo, jak si cenı́ jednotlivé alternativy a ∈ A. Množina všech
ohodnocovacı́ch funkcı́ hráče je Vi (je to totožné s Si u strategických her). Může nám sdělit libovolný
postoj vi ∈ Vi, my chceme jeho pravdivý postoj.

Dále definujeme v = (v1, v2, ..., vN) jako profil ve hře v ∈ V a podobně množinu profilů V =

V1 × V2 × ...× VN . Podobně chápeme V−i a v−i.

3.6.2 Mechanismus (direct revelation)

Začneme definicı́ obecného mechanismu, kde vystupuje veřejná volba jedné z alternativ a s nı́ spojené
platby všech hráčů.

Definice 12. Mechanismus (direct revelation) je dán funkcı́ veřejné volby f : V1 × ... × VN → A a

vektorem plateb p1, ..., pN , kde pi : V1 × ...× VN → R je částka, kterou zaplatı́ hráč i.

Hra se pak odehraje v techto krocı́ch:

• Hráči sdělı́ své oceněnı́, tzn. postoje vi ∈ Vi vůči různým alternativám a ∈ A.

• Funkce veřejné volby rozhodne, která alternativa a ∈ A se zvolı́.

• Určı́ se pro každého hráče i ∈ Q, kolik zaplatı́ – pi : V1 × ...× VN .

Cı́lem je formulovat mechanismus takový, aby žádný hráč nemohl těžit z představenı́ svého
nepravdivého postoje – tzn. aby nemohl manipulovat volbu alternativy a svou platbu do systému.

Definice 13. Mechanismus (f, p1, ..., pN) se nazývá nemanipulovatelný (incentive compatible, strategy-

proof), pokud pro každého hráče i, pro každý profil v ∈ V a každé v′i ∈ Vi, pokud vı́me, že

a = f(vi, v−i) a a′ = f(v′i, v−i), pak platı́

vi(a)− pi(vi, v−i) ≥ vi(a
′)− pi(v′i, v−i)

Téma se stále opakuje dokola: pokud hráč řı́ká pravdu, nenı́ na tom hůř než když lže. Při troše
herně teoretické fantazie nám může definice připomı́nat definici Nashova ekvilibria, což fakticky i je.
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3.6.3 VCG-mechanismus

Hledáme takovou funkci veřejné volby f , aby v dané situaci vybı́rala veřejné optimum, tzn.

a∗ = argmax
a∈A

∑
i

vi(a)

Definice 14. Mechanismus (f, p1, ..., pN) se nazývá Vickrey-Clarke-Groves mechanismus (VCG), pokud:

• f maximalizuje společenský užitek, tedy

f(v1, ..., vN) ∈ argmax
a∈A

[∑
i

vi(a)

]

• pro sadu funkcı́ h1, ..., hN , kde hi : V−i → R, definujeme

pi(v1, ..., vN) = hi(v−i)−
∑
j 6=i

vj(f(v1, ..., vN))

pi(v1, ..., vN) = hi(v−i)−
∑
j 6=i

vj(f(v1, ..., vN))

Jinak řečeno, platba za účast ve hře je dána složkami:

• hi(v−i), tedy platby, o které rozhodne mechanismus z kontextu v−i.

• −
∑

j 6=i vj(f(v1, ..., vN)), tedy nahrazenı́ hodnoty, kterou protihráči ztrácı́ faktem, že nejsou
vybráni.

Je tedy definován VCG-mechanismus, nynı́ nás zajı́má jeho odolnost proti strategické manipulaci:

Věta 11. Každý VCG-mechanismus je strategicky nemanipulovatelný.

Důkaz najdeme v publikaci Algorithmic Game Theory[Nisan, p. 219].

3.6.4 Clarke Pivot Rule

Trochu jsme odsunuli problém jeho převedenı́m na formulaci funkcı́ {hi(v−i)}i∈Q.

Definice 15. Mějme VCG-mechanismus.

• Mechanismus je (ex-post) individuálně racionálnı́, pokud hráči vždy zı́skajı́ kladný zisk (tedy i

nulový). Formálně, pro všechny v ∈ V : vi(f(v))− pi(v) ≥ 0;∀i ∈ Q.
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• Mechanismus nemá žádné postrannı́ platby, pokud žádný hráč platbou nezı́ská. Formálně, ∀v ∈
V : ∀i ∈ Q : pi(v) ≥ 0 (pi nedává záporné hodnoty platby).

Hráč i účastı́ ve hře zı́skává ui(v) = vi(f(v)) − pi(v), tzn. jak si cenı́ výsledku f(v) po odečtu
platby pi(v).

Definice 16. Clarke pivot platba je

hi(v−i) = max
b∈A

[∑
j 6=i

vj(b)

]

Potom je platba hráče v profilu v ∈ V dána

pi(v) = max
b

∑
j 6=i

vj(b)−
∑
j 6=i

vj(a)

kde a = f(v).

Hráč zaplatı́ do systému částku, která se rovná celkové škodě, kterou ostatnı́m způsobil.

Lemma 12. VCG mechanismus s Clarke pivot platbou nezpůsobuje žádné postrannı́ platby. Pokud je

vi(a) ≥ 0 pro všechny vi ∈ Vi a a ∈ A, pak je také individuálně racionálnı́.

3.7 Přı́klady aplikace VCG-mechanismu

VCG-mechanismus je obecným pojetı́m nemanipulovatelného mechanismu, kdy je třeba zvolit veřejně
jednu z alternativ, ze které pro hráče plynou přı́nosy a náklady. Berme VCG-mechanismus jako
parametrizovatelnou definici, tzn. jejı́m dospecifikovánı́m zı́skáváme mechanismus pro konrétnı́
situaci.

Na následujı́cı́ch přı́kladech ukážeme dvě přı́hodné aplikace – aukci o jeden předmět a mecha-
nismus pro odvozenı́ plateb při stavbě veřejně prospěšného zařı́zenı́ (podobný přı́klad jsme řešili v
kooperativnı́ch hrách).

VCG mechanismus – single-object aukce

Množinu alternativ zde tvořı́ množina možných vı́tězů aukce o předmět, tedy A = {i− wins|i ∈ Q}
– tedy množinu identifikacı́ vı́těze.

Předpokládáme, že každý hráč hodnotı́ své vı́tězstvı́ kladně a vı́tězstvı́ jiného nulově, tedy

Vi = {vi|vi(i− wins) ≥ 0;∀j 6= i : vi(j − wins) = 0}
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Pokud má hráč v plánu deklarovat pouze cenu xi, pak je vi(i − wins) = xi, vi(j − wins) =

0 ∀j 6= i. Jinak může deklarovat dalšı́ funkce v1
i , v

2
i , ...

VCG mechanismus s Clarkovým pivotem nám dává přesně Vickreyovu aukci.
Ukažme si jednoduchý přı́klad. Mějme situaci třı́ hráčů, tzn. A = {1, 2, 3}, kde x1 = 10, x2 =

15, x3 = 4. Následuje jeden možný profil v = (v1, v2, v3):

i/A 1 2 3

v1(a) 10 0 0
v2(a) 0 15 0
v3(a) 0 0 4

Funkce veřejné volby optimalizuje veřejný užitek, tedy hledá alternativu a ∈ A takovou, že∑
i v(a) je na množině A maximálnı́. Tedy, f(v) = 2 je zvolena alternativa ”vyhrál 2”. Platby

hráčů jsou potom:

p1(v) = max[0, 15, 4]− 15 = 0

p2(v) = max[10, 0, 4]− 0 = 10

p3(v) = max[10, 15, 0]− 15 = 0

Tento VCG-mechanismus se tedy chová naprosto stejně jako vickreoyvská aukce, což jsme chtěli
ukázat.

VCG mechanismus – stavba veřejně prospěšného objektu

Mějme komunitu oN jedincı́ch, kde se řešı́ otázka stavby veřejně prospěšného zařı́zenı́, jehož stavebnı́
náklady jsou určeny jako C. Vláda bude stavbu finančně garantovat, pokud budou hráči deklarovat
svůj zájem dostatečně velký

∑
i vi > C. Z deklarovaného zájmu majı́ vyplynout přı́spěvky hráčů na

financovánı́ projektu. Zřejmě každý hráč bude mı́t zájem na realizaci projektu, ale bude zvažovat,
jakou hodnotu bude deklarovat – vyplyne totiž z nı́ jeho přı́spěvek.

Předpokládáme hráče vi ≥ 0, ale je přı́pustné i vi < 0. Problémem je oznámit pivotnı́ pravidlo
takové, aby hráči měli potřebu pravdivě deklarovat svá vi.

Proto vláda deklaruje jako součást mechanismu Clarke pivot tak, že hráč i s vi ≥ 0 zaplatı́
nenulovou částku pouze tehdy, je-li pivotnı́m hráčem, tzn.:

∑
j 6=i vj ≤ C a současně

∑
j∈Q vj > C.

V takovém přı́padě zaplatı́ hráč pi = C −
∑

j 6=i vj

Hráč se záporným ohodnocenı́m zaplatı́ nenulovou částku pouze, když
∑

j 6=i vj > C a
∑

j vj ≤
C, pak pi =

∑
j 6=i vj − C.

Bohužel vždy bude platit
∑

i pi < C. Situace je jiná, než u přı́kladu se Shapleyho hodnotou (tady
hráči nemusı́ dát v sumě C).

23



Mějme tři hráče s jejich deklarovanou hodnotou pro stavbu projektu: v1 = 10, v2 = 5, v3 = 4,
C = 17. Z pivotu plynou tyto platby hráčů:

p1 = 17− 9 = 8

p2 = 17− 14 = 3

p3 = 17− 15 = 2

Což dává v sumě
∑

j pj = 13. Mechanismus je odolný proti manipulaci, neboť pokud v′1 = 8, pak
p′1 = 17− 9. Při v′′1 = 7 se stavba již nepostavı́.
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